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1 Ââåäåíèå

Â ïëàçìå ñ àíèçîòðîïíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò ðàçâèâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìèê-

ðîíåóñòîé÷èâîñòè, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àëüôâåíîâñêàÿ èîííî-öèêëîòðîííàÿ (AIC)

íåóñòîé÷èâîñòü. AIC íåóòîé÷èâîñòü åñòü âîçáóæäåíèå öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííûõ àëüô-

âåíîâñêèõ âîëí ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê èîííîé öèêëîòðîííîé. Ïîëå â âîëíå âðàùàåòñÿ â

íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ èîíîâ. Íåóñòîé÷èâîñòü íàáëþäàëàñü â îòêðûòûõ ëîâóøêàõ (íà

óñòàíîâêå TMX [1], â êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå ÃÄË [2, 3, 4] è äð.) è â ìàãíèòîñôåðå [5].

Ðàçâèòèå ìèêðîíåóñòîé÷èâîñòåé ìîæåò ïðèâîäèòü ê óñêîðåíèþ ïîòåðè ÷àñòèö ïëàçìû.

Â ÷àñòíîñòè, íà óñòàíîâêå TMX íàáëþäàëàñü óñêîðåííàÿ ïîòåðÿ ÷àñòèö èç öåíòðàëüíî-

ãî ïðîáêîòðîíà, âûçâàííàÿ ðàçâèòèåì íåóñòîé÷èâîñòè â êîíöåâûõ ïðîáêîòðîíàõ [6, 7].

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëíå÷íîãî âåòðà ñ ìàãíèòîñôåðîé Çåìëè [5]

ïîêàçûâàåò, ÷òî AIC íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò îãðàíè÷èâàòü àíèçîòðîïèþ ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èîíîâ.

Â ëèòåðàòóðå ïîäðîáíî èçó÷àëèñü êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ àëüôâåíîâñêîé èîííî-

öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Â ðàáîòàõ [8, 9] íà îñíîâå àíàëèçà äèñïåðñèîííîãî ñî-

îòíîøåíèÿ ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà íåóñòîé÷èâîñòü â îäíîðîäíîé áåññòîëêíîâèòåëüíîé

áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Â [8] ïîëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ

íà ÷àñòîòó è äëèíó âîëíû íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ, ÷èñëåííî íàéäåíà çàâèñèìîñòü

÷àñòîòû è èíêðåìåíòà íåóñòîé÷èâîñòè îò äëèíû âîëíû. Â [9] áûëà îòìå÷åíà ðîëü ðå-

çîíàíñíûõ ÷àñòèö â ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî íåîãðàíè÷åííàÿ ïëàç-

ìà íåóñòîé÷èâà äàæå ïðè ìàëîé àíèçîòðîïèè. Â ðàáîòå [10] èçó÷åíû äëèííîâîëíîâûå

àëüôâåíîâñêèå âîçìóùåíèÿ â îäíîðîäíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå è îòìå÷åíà âîçìîæ-

íîñòü ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîñòüþ ïëàçìû. Â ðàáîòå [11] ÷èñëåííî

èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû ñ β⊥ > 0.1 è íå ñëèøêîì áîëü-

øîé àíèçîòðîïèåé, β⊥/β‖ < 10, ãäå β⊥ è β‖ � îòíîøåíèÿ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî

äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â [11] ïîëó÷åíà ãðàíèöà àá-

ñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè (êðèòåðèé òîãî, ÷òî âîçìóùåíèå â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

ïëàçìû ðàñòåò ïðè t → ∞) äëÿ îäíîðîäíîé ïëàçìû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, è

â WKB-ïðèáëèæåíèè ïîëó÷åíà ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïëàçìû â ñëàáîíåîäíîðîä-

íîì ìàãíèòíîì ïîëå. Íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [11] îñíîâàí òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûé

êðèòåðèé íåóñòîé÷èâîñòè â ôîðìå [1, 12] β⊥(W⊥/W‖)
2 > Const, ãäå W⊥ è W‖ � ñðåä-

íèå ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ ýíåðãèè ÷àñòèö, Const ∼ 3÷ 15 îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè

ïëàçìû.
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Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ êîìïàêòíûõ ïðîáêîòðîíîì íà óñòàíîâêå ÃÄË äîñòèãíóòà âûñî-

êàÿ àíèçîòðîïèÿ W⊥/W‖ ≈ 50 [2, 3, 4], ïëàçìà ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè íå ðàññìîòðå-

íà â [11]. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèé ðàçâèòèÿ àëüôâåíîâñêîé

èîííî-öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñèëüíî àíèçîòðîïíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå.

Áîëüøàÿ àíèçîòðîïèÿ ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ

ïëàçìû, ïîìåùåííîé â íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ïðè ýòîì äëèíà âîëíû íåóñòîé÷è-

âîãî âîçìóùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû, ÷òî ïðèâîäèò

ê íåïðèìåíèìîñòè WKB-ïðèáëèæåíèÿ. Âî âòîðîì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäå-

íû ïðîñòûå îöåíêè, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøîé àíèçîòðîïèè ãðàíè÷íîå β⊥

çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïðåäñêàçûâàåìîå òðàäèöèîííûì êðèòåðèåì çíà÷åíèå.

Êðèòåðèé àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâî-

ñòè â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðû ïëàçìû çàâåäîìî ïðåâûøàþò äëèíó âîëíû íåóñòîé÷èâîãî

âîçìóùåíèÿ. Â òðåòüåé ÷àñòè àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíî ïðîäîëæåíèå â îáëàñòü áîëüøîé

àíèçîòðîïèè äëÿ ãðàíèöû àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè, ÷èñëåííî íàéäåííîé â [11].

Òàê æå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîòû è äëèíû âîëíû íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ.

Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ áèìàêñâåëëîâñêàÿ ïëàçìà â ñëàáîíåîäíîðîäíîì

ìàãíèòíîì ïîëå. Â ïðèáëèæåíèè áîëüøîé àíèçîòðîïèè, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå

ñëàáî èçìåíÿåòñÿ íà ðàçìåðå íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû, ïîëó÷åíî îäíîìåðíîå èíòåãðàëü-

íîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä. Ðåçêîå ïðîñòðàíñòâåííîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ

ïëàçìû ïðèâîäèò ëîêàëèçàöèè íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé íà ðàçìåðå íåîäíîðîäíîñòè

ïëàçìû. Îãðàíè÷åííîñòü ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ìîä

ñî ñâîèìè ÷àñòîòàìè è ïîðîãîâûìè β⊥. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè äëÿ êàæäîé

ìîäû ïîðîãîâîå çíà÷åíèå β⊥, çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû è èíêðåìåíòà îò β⊥ ïðè çàäàííûõ

àíèçîòðîïèè, èîííîì ëàðìîðîâñêîì ðàäèóñå è ðàçìåðàõ ïëàçìû; òàêæå ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé. Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëü-

øîé àíèçîòðîïèè íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ãðàíèöû

óñòîé÷èâîñòè.

Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîäòâåðæäàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûé âûâîä [4], ÷òî äëÿ ñèëüíî

àíèçîòðîïíîé îãðàíè÷åííîé ïëàçìû ãðàíèöà íåóñòîé÷èâîñòè ëåæèò âûøå, ÷åì ïðåä-

ñêàçûâàåò òðàäèöèîííûé êðèòåðèé.
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2 Îöåíêè äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîé îãðàíè÷åííîé ïëàçìû

Â ðàáîòå [8] íà îñíîâå àíàëèçà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ àëüôâåíîâñêîé

âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü âíåøíåãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíî-

ðîäíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå, ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòîòà è äëèíà âîëíû íåóñòîé÷è-

âîãî âîçìóùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì λ2 > 2ρ2
⊥/(Aβ⊥), ω < Ωci(1 − 1/A). Çäåñü

ρ⊥ =
√

T⊥/mΩ2
ci � ïîïåðå÷íûé ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ, Ωci � èîííàÿ öèêëîòðîííàÿ ÷à-

ñòîòà, A � îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé èîííûõ òåìïåðàòóð (àíèçîòðîïèÿ),

β⊥ = 8πnT⊥/B2 � îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ âíåøíåãî ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà ω = Ωci(1 − 1/A), ïðè êî-

òîðîé ðåçîíàíñíûå èîíû, ñêîðîñòü êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öèêëîòðîííîãî ðå-

çîíàíñà ω − Ωci − kv‖ = 0, äâèãàþòñÿ âäîëü èçîëèíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è íå

îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé ñ âîëíîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé ñ õàðàêòåðíûì ïðîäîëüíûì

ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè l, òî äëèíà âîëíû íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ îãðàíè÷åíà

óñëîâèåì λ . l. Òàêèì îáðàçîì, íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

β⊥A . ρ2
⊥/l2. (1)

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû, ïîìåùåííîé â íåîäíîðîäíîå ìàã-

íèòíîå ïîëå ñ ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè L, ìîæíî îöåíèòü êàê l ∼ L/
√
A (ñì. ï. 4.2).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ωpiL

c
. 1. (2)

Âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè AIC íåóñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîñòüþ ïëàçìû â ãèäðî-

äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå (äëèíà âîëíû âîçìóùåíèÿ ïðåäïîëàãàëàñü ìíîãî áîëüøåé ïîïå-

ðå÷íîãî ëàðìîðîâñêîãî ðàäèóñà) òàêæå îáñóæäàëàñü â ðàáîòå [10].

Ñðàâíèì (1) ñ êðèòåðèåì àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè (ñì. ï. 3). Ïîðîãó àáñîëþò-

íîñòè íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîäíîé ïëàçìå ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû âîçìóùåíèÿ

λ ∼ ρ⊥
√
A, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ìåíüøå äëèíû ïëàçìû. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé

(1) îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè A � l2/ρ2
⊥, ÷òî ýêâèâàëåíòíî A � L/ρ⊥.

Äëÿ ïëàçìû â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ÷àñòîòó áàóíñ-êîëåáàíèé ÷àñòèö ìîæíî

îöåíèòü êàê Ωb ∼ v⊥/L = Ωciρ⊥/L. Ñðàâíèì ðàçíîñòü ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ è öèêëî-

òðîííîé ÷àñòîòû ñ áàóíñ-÷àñòîòîé. ×àñòîòó íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ ìîæíî îöåíèòü

êàê ω ∼ Ωci(1 − 1/A), òàêèì îáðàçîì ïðè A � L/ρ⊥ ω − Ωci ∼ Ωci/A � Ωb � çà âðåìÿ
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ñáîÿ ôàçû ìåæäó öèêëîòðîííûì âðàùåíèåì è âðàùåíèåì ïîëÿ âîëíû ÷àñòèöà óñïå-

âàåò ñîâåðøèòü ìíîãî áàóíñ-îñöèëëÿöèé. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü

èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðè îïèñàíèè íåóñòîé÷èâîãî âîçìóùåíèÿ â íåîäíîðîäíîé

ïëàçìå. Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, A � L/ρ⊥, çà âðåìÿ îáìåíà ýíåðãèåé ñ âîë-

íîé ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè íà ðàññòîÿíèå ìíîãî ìåíüøåå

ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.

Ïîìèìî àëüôâåíîâñêîé èîííî-öèêëîòðîííîé, â àíèçîòðîïíîé ïëàçìå ìîæåò ðàçâè-

âàòüñÿ çåðêàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Êðèòåðèé âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â îä-

íîðîäíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå ïðè k⊥ρ⊥ � 1 èìååò âèä β⊥(A−1) > 1+(k2
‖/k

2
⊥)(1+

(β⊥ − β‖)/2) [13]. Èç óñëîâèé k⊥ρ⊥ � 1 è k‖ > 1/l íàéäåì ρ⊥/l � k‖/k⊥, òàêèì îáðàçîì

â äàííîé çàäà÷å ïðè A � 1 ãðàíèöà çåðêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ëåæèò âûøå ãðàíèöû

AIC íåóñòîé÷èâîñòè.
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3 Àáñîëþòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â ïðåäåëå áîëüøîé àíèçîòðîïèè

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ àëüôâåíîâñêîé âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k è ÷àñòîòîé

ω ïîðÿäêà èîííî-öèêëîòðîííîé, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ â áåññòîëêíîâèòåëüíîé áèìàêñâåëëîâñåêîé ïëàçìå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [8, 9, 11]

D[k, ω] = 0, ãäå

D[k, ω] = k2v2
A −

ω2 − {1− 1/A− ω/Ωci}Ω2
ciAG[X]

1− ω/Ωci

, X =
ω − Ωci√
2|kvT‖|

, (3)

ãäå vA � àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü, vT‖ =
√

T‖/m � ïðîäîëüíàÿ òåïëîâàÿ ñêîðîñòü èîíîâ,

G[x] =
√

πxe−x2

( er� [ x]− i)− 1, er� [ x] =
2√
π

∫ x

0

ey2

dy. (4)

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8] ïîêàçûâàþò, ÷òî â íåîãðàíè÷åííîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå

íåóñòîé÷èâîñòü åñòü âñåãäà � íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûáðàòü âîçìóùåíèå ñ äëèíîé

âîëíû λ2 > ρ2
⊥/(Aβ⊥). Îäíàêî íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî àáñîëþòíîé (âîç-

ìóùåíèå íàðàñòàåò âî âñåõ òî÷êàõ ïëàçìû), ëèáî êîíâåêòèâíîé � âîçìóùåíèå ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé âîëíîâîé ïàêåò, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî è âîçìóùåíèå â

ôèêñèðîâàííîé òî÷êå óáûâàåò ïðè t → ∞ [14]. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèöû àáñîëþòíî-

ñòè íåóñòîé÷èâîñòè â ðàáîòå [11] ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé Áðèããñà-Áåðñà. Ýòîò êðèòåðèé

îòáèðàåò ÷àñòîòó è êîìïëåêñíûé âîëíîâîé âåêòîð âîçìóùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå äèñ-

ïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ D[k, ω] = 0 è óñëîâèþ ñëèÿíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî ñîîò-

íîøåíèÿ ∂kD[k, ω] = 0 [15]. Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñëèâàþùèåñÿ êîðíè k[ω] äîëæíû

ðàñõîäèòüñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû âåùåñòâåííîé îñè ïðè ω →∞.

Íàéäåì àñèìïòîòèêó ãðàíèöû àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîäíîé áèìàêñ-

âåëëîâñêîé ïëàçìå ïðè A � 1. Ñ ó÷åòîì D[k, ω] = 0 çàïèøåì óñëîâèå ∂kD[k, ω] = 0

êàê

∂D

∂k
= ω2Ωci(Ωci − ω) +

(
Ω2

civ
2
T‖

(
ω

Ωci

+ 1−A)− v2
A(ω − Ωci)

2

)
k2 + 3v2

Av2
T‖

k4 = 0. (5)

Àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì ïëàçìû è òåïëîâîé ñêîðîñòüþ ÷àñòèö

ñîîòíîøåíèåì vA =
√

2/β‖vT‖ , ãäå β‖ = β⊥/A. Èùåì àñèìïòîòèêó ÷àñòîòû è äàâëåíèÿ

íà ãðàíèöå àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ïðåäåëå A � 1 â ôîðìå ω/Ωci = 1 − a/Aξ,
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β‖ = b/Aη, a, b, ξ, η > 0. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

k2 =
Ω2

ci

12v2
T‖

(
2a2/A2ξ + (A− 2 + a/Aξ)b/Aη±

±
√

4a4/A4ξ + 4a ((10 +A)a/Aξ − 6− 5a2/A2ξ) b/Aξ+η + (A− 2 + a/Aξ)2 b2/A2η

)
→

Ω2
ci

12v2
T‖

(
2a2/A2ξ + b/Aη−1 ±

√
4a4/A4ξ + 4ab (a/Aξ−1 − 6) /Aξ+η + b2/A2η−2

)
(6)

Ãðàíèöå àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ âîëíî-

âîãî âåêòîðà. Èç óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â (6) ñëåäóåò ξ+η ≤
4ξ, ξ + η ≤ 2ξ + η− 1, ξ + η ≤ 2(η− 1), îòêóäà íàéäåì ξ ≥ 1, η ≤ 3ξ, η ≥ ξ + 2. Ýòè óñëî-

âèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè ξ = 1, η = 3, ÷òî äàåò ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî âåêòîðà

â ïðåäåëå áîëüøîé àíèçîòðîïèè k2 = Ω2
ci

(
2a2 + b±

√
4a4 + 4ab(a− 6) + b2

)
/(12v2

T‖
A2).

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêè äëÿ ÷àñòîòû è

β‖, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a è b:

a

6b

(
2a2 + b +

√
4a4 + 4ab(a− 6) + b2

)
= 1− (a− 1)G

 √
6a√

2a2 + b +
√

4a4 + 4ab(a− 6) + b2

 . (7)

×èñëåííîå ðåøåíèå äàåò çíà÷åíèÿ a = 1.55283 . . ., b = 3.51841 . . .. Òàêèì îáðàçîì, àñèìï-

òîòèêà êðèòåðèÿ àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè â îäíîðîäíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå

èìååò âèä

β⊥A2 > 3.51841, (8)

ãðàíèöå íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâîé âåêòîð è ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ kρ⊥ =√
2a2 + b +

√
4a4 + 4ab(a− 6) + b2/

√
12A ≈ (0.9+0.4i)/

√
A, ω/Ωci = 1−a/A ≈ 1−1.5/A.
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4 Íåóñòîé÷èâûå ìîäû â ñèëüíî àíèçîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé ïëàç-

ìå

4.1 Îïåðàòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íåîäíîðîäíîé ïëàçìû

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ δ ~E[~r]e−iωt â ïëàçìå, ïîìåùåííîé âî âíåø-

íåå íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Âîçìóùåíèå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ìàêñ-

âåëëà

c2(∂α∂β − δαβ∂2
γ)δEβ = ω2δDα, (9)

ãäå âîçìóùåíèå ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ñâÿçàíî ñ âîçìóùåíèåì ïîëÿ îïåðàòîðîì äè-

ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

δDα = δEα +
4πi

ω
jα = ε̂αβδEβ. (10)

Â íåîäíîðîäíîé ñðåäå îïåðàòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-

íûì îïåðàòîðîì.

Âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè òîêà åñòü jα =
∑

s qs

∫
d3vvαδf̃ [~r,~v, t], âîçìóùåíèå ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ δf̃ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Âëàñîâà. Äàëåå áóäåì

èñïîëüçîâàòü âîçìóùåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ôóíêöèþ îò êîîðäèíàò è èì-

ïóëüñîâ, δf [~r, ~p, t] =
(
δf̃ [~r,~v, t]− qδ ~A · ∂~vF [~r,~v, t]/(mc)

)
|~v=(~p−q ~A/c)/m, ãäå èìïóëüñ ~p =

m~v + q ~A/c, ~A åñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, δ ~A = icδ ~E/ω � åãî

âîçìóùåíèå. Ôóíêöèÿ δf óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dδf

dt
= {δH,F}~p,~r, (11)

ãäå {a, b}~p,~q = ∂~qa · ∂~pb − ∂~pa · ∂~qb � ñêîáêà Ïóàññîíà âåëè÷èí a è b ïî ïåðåìåííûì ~p

è ~q, F [~r, ~p] � íåâîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, δH = − q
c
~v · δ ~A � âîçìóùåíèå

ãàìèëüòîíèàíà.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) â ñëó÷àå Im [ω] > 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δf [t, ~r, ~p] = i
q

c
e−iωt

∫ 0

−∞
dτe−iωτ{δ ~E[~̆r] · ~̆v,F}~p,~r, (12)

ãäå ~̆r = ~̆r[τ, ~r, ~p] è ~̆v = ~̆v[τ, ~r, ~p] åñòü êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû íà íåâîçìóùåííîé

òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ~̆r[0, ~r, ~p] = ~r, ~̆v[0, ~r, ~p] = ~v.

Âûðàæàÿ âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè òîêà ÷åðåç âîçìóùåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,

îïåðàòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê

ε̂αβδEβ = δEα +
∑

s

{
−

ω2
ps[~r]

ω2
δEα +

4πq2
s

ω2m3
s

∫
d3p · vα

∫ 0

−∞
dτe−iωτ

{
Fs, v̆βδEβ[~̆r]

}
~p,~r

}
, (13)
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ãäå ω2
ps[~r] = 4πn[~r]e2

s/ms � ïëàçìåííûå ÷àñòîòû, ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîðòàì ÷àñòèö.

Ïåðåõîäÿ ê ôóðüå-êîìïîíåíòàì, ïîëó÷èì

ε̂αβδEβ = δEα +
1

8π3

∑
s

∫
d3r′d3kd3k′ei~k~r−i~k′~r′G

(s)
αβ[ω,~k,~k′]δEβ[~r′] (14)

ãäå

G
(s)
αβ = − δαβ

8π3ω2

∫
d3rω2

ps[~r]e
i(~k′−~k)~r +

q2
s

2π2ω2m3
s

0∫
−∞

dτe−iωτ

∫
dΓFs

{
v̆βei~k′~̆r, vαe−i~k~r

}
~p,~r

,(15)

dΓ = d3qd3p � ýëåìåíò îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ îïå-

ðàòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé, ÷òî óïðîùàåò çàìåíó ïåðåìåííûõ.

4.2 Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ìîä

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ãàìèëüòîíèàí, ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùèé äâèæåíèå èîíîâ â

ëîâóøêå ñî ñëàáî (êâàäðàòè÷íî) ìåíÿþùèìñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïàðàêñèàëü-

íûì ìàãíèòíûì ïîëåì

H[θ, z; µ, pz] = µΩci(1 + κ2z2) +
p2

z

2m
, (16)

ãäå Ωci � èîííàÿ öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà â öåíòðå ëîâóøêè,

µ =
mv2

⊥
2Ωci(1 + κ2z2)

, θ = − arctan

[
vy

vx

]
, (17)

åñòü àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò è ñîïðÿæåííàÿ ñ íèì ôàçà. Â êà÷åñòâå èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ óäîáíî âûáðàòü ïîëíóþ è "ïîïåðå÷íóþ"ýíåðãèè

E =
mv2

2
, E⊥ = Ωµ =

mv2
⊥

2(1 + κ2z2)
. (18)

Â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ ôóíêöèþ îò

èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ E è E⊥. Äëÿ èîíîâ ïðåäïîëàãàåì áèìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

F [E , E⊥] = nc

√
m3A
8π3T 3

⊥
e−(AE−(A−1)E⊥)/T⊥ , (19)

ãäå nc � ïëîòíîñòü ÷àñòèö â öåíòðå ëîâóøêè, A = T⊥/T‖ � àíèçîòðîïèÿ. Ïðîäîëüíàÿ

çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè åñòü

n[z] = nc
1 + κ2z2

1 +Aκ2z2
= nc

1 + z2/L2

1 + z2/l2
, (20)
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ãäå L = 1/κ � õàðàêòåðíûé ðàçìåð èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è l = L/
√
A åñòü õà-

ðàêòåðíûé ðàçìåð èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïëàçìû (ðèñóíîê 1). Ýëåêòðîíû ïðåäïîëàãàåì

õîëîäíûìè, ïðè ýòîì èõ ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå ïëàçìû ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ

èîíîâ.

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ïëîòíîñòè ïëàçìû (ïóíê-
òèð) îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âèäå íàáîðà öèðêóëÿðíûõ ïîëÿðèçàöèé,

E± = Ex ± iEy, D± = Dx ± iDy, (21)

Èùåì âîçìóùåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ôîðìå δ ~E[~k] = δ ~E[k‖] exp[i~k⊥ ·~r], ãäå k⊥ ïîðÿä-

êà ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ (16), (19) è (20) â (14), ïîëó÷èì,

÷òî óðàâíåíèÿ íà âñå êîìïîíåíòû E+, E−, Ez ðàñöåïëÿþòñÿ:

D±[k] =

∫ ∞

−∞
G±[k, k′]E±[k′]dk′, Dz[k] =

∫ ∞

−∞
Gz[k, k′]Ez[k

′]dk′. (22)

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷àñòîòà âîëíû ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò öèêëîòðîííîé

èîííîé â öåíòðå ëîâóøêè ω/Ωci − 1 ∼ 1/A, A � l2/ρ2
⊥ (óñëîâèå A � 1 ñîîòâåòñòâó-

åò ìàëîñòè èçìåíåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ðàçìåðå íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû),

k⊥ρ⊥ � 1 (ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîçìóùåíèÿ ñëàáî èçìåíÿåòñÿ â íà ëàðìîðîâñêîì ðàäè-

óñå èîíà). Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (15) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ (19), ïðåäïî-

ëàãàÿ ýëåêòðîíû õîëîäíûìè è ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ãàìèëüòîíèàíà (16), íàéäåì âû-

ðàæåíèå äëÿ öèðêóëÿðíûõ êîìïîíåíò îïåðàòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (ñì.

Ïðèëîæåíèå 1) â ôîðìå

G±[k̆, k̆′] =
ω2

pic

ω2κ
√
A

g±[k̆, k̆′], (23)
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ãäå

g±[k̆, k̆′] = −δ[k̆ − k̆′]

A
− 1− 1/A± ω/Ωci

2
e−|k̆−k̆′| +

1

4
A(1 + |k̆ − k̆′|)e−|k̆−k̆′| +

+
A3/2

ρ̆
(

ω

Ωci

∓ (1− 1

A
))

∞∫
0

udu

(1 + u2)2X

(
∞∑

n=1

Jn[k̆u]Jn[k̆′u]
(
X2

n − 2X4
nG [Xn]

)
− 3

4
J0[k̆u]J0[k̆

′u]

)
.(24)

Çäåñü ωpic � èîííàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà â öåíòðå ëîâóøêè, k̆ = kl è ρ̆ = ρ⊥/l � âîëíîâîé

âåêòîð è ïîïåðå÷íûé ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ, íîðìèðîâàííûå íà äëèíó ïëàçìû, ôóíêöèÿ

G[x] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4), X =
√
A (ω/Ωci ∓ {1 + u2/(2A)})

√
1 + u2/ρ̆, Xn =

X/n.

Ïîäñòàâèâ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü â óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (9), çàïèøåì

óðàâíåíèÿ äëÿ öèðêóëÿðíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âèäå∫ ∞

−∞
g±[k̆, k̆′]E±[k̆′]dk̆′ =

ρ̆2

β⊥

((
k̆2 +

k̆2
⊥
2

)
E±[k̆]− k̆2

⊥
2

E∓[k̆]

)
. (25)

4.3 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (25), ïðèìåíÿâøèéñÿ â äàííîé ðàáîòå, îïèñàí

â Ïðèëîæåíèè 2. Îãðàíè÷åííîñòü ïëàçìû ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äèñêðåòíîãî íàáîðà

ñîáñòâåííûõ ìîä. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïðè çàäàííûõ àíèçîòðîïèè, ëàð-

ìîðîâñêîì ðàäèóñå è k⊥ äëÿ êàæäîé ìîäû ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé, ÷àñòîòó

âîçìóùåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå β⊥. Ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìîäîé ñ íàè-

ìåíüøèì β⊥.

Ðèñ. 2: Âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ ìîä. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ïîëÿ ñ k⊥ = 0, ïóíê-
òèðíàÿ êðèâàÿ � k⊥l = 0.2.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû õàðàêòåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû B+[z] âîçìóùåíèÿ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ (êîìïîíåíòà B− íå íàõîäèòñÿ â ðåçîíàíñå ñ èîíàìè è ìàëà) äëÿ ïåðâûõ
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òðåõ ìîä ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè β⊥ (ïîðîãîâîå çíà÷åíèå β⊥ âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì

ìîäû). Âèäíî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå âîçìóùåíèé ëîêàëèçîâàíî â îáëàñòè ïîðÿäêà õàðàê-

òåðíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû. Ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîé

ìîäîé.

Ðèñ. 3: Ãðàíèöà àëüôâåíîâñêîé èîííî-öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå. Òîë-
ñòûå êðèâûå � ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè ïðè rp = 15ρ⊥, L = 50ρ⊥ (êðèâàÿ I), rp = 2.7ρ⊥, L = 15ρ⊥ (êðèâàÿ
II) è ãðàíèöà àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè (äàííûå âçàòû èç [11]), ïóíêòèð � àñèìïòîòèêà ãðàíèöû
àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè, øòðèõïóíêòèð � àñèìïòîòèêà ãðàíèöû íåóñòîé÷èâîñòè â íåîäíîðîäíîé
ïëàçìå ïðè A →∞, òîíêàÿ êðèâàÿ � ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè äëÿ rp = 7.4ρ⊥ è L = 18ρ⊥.

Íà ðèñóíêå 3 â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ãðàíè÷íîãî β⊥

îò àíèçîòðîïèè ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû. Òîëñòûå êðè-

âûå, âçÿòûå èç ðàáîòû [11], ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöå àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ

áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ïëàçìû è ãðàíèöå AIC íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ïëàçìû ñ ïîïåðå÷-

íûì ðàçìåðîì rp = 15ρ⊥ â ìàãíèòíîì ïîëå ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè

L = 50ρ⊥ (êðèâàÿ I) è ïëàçìû ñ rp = 2.7ρ⊥ è L = 15ρ⊥ (êðèâàÿ II). Ïóíêòèðíàÿ ïðÿ-
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ìàÿ ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòèêå ãðàíèöû àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ áåñêîíå÷-

íîé îäíîðîäíîé ïëàçìû. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòèêå ãðàíèöû

óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîé ïëàçìû â ïðåäåëå A → ∞ (cì. ï. 4.4) ïðè L = 18ρ⊥. Òîí-

êàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãó óñòîé÷èâîñòè ïðè rp = 7.4ρ⊥ è L = 18ρ⊥ (ïàðàìåòðû

êîìïàêòíîãî ïðîáêîòðîíà ÃÄË), ïîëó÷åííîìó ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (25).

Òî÷êè � ãðàíè÷íîå β⊥, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî â êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå ðàçâèâà-

ëàñü íåóñòîé÷èâîñòü (ïðè çàïîëíåíèè äåéòåðèåâîé ïëàçìîé). Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå

èîíîâ â êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå îòêëîíÿåòñÿ îò áèìàêñâåëëîâñêîãî, âûðàæåíèÿ L2/l2 è

W⊥/(2W‖), îïðåäåëÿþùèå àíèçîòðîïèþ, íå ñîâïàäàþò � îòíîøåíèå ðàçìåðà íåîäíîðîä-

íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ê ðàçìåðó íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû åñòü L2/l2 = 47, à îòíîøåíèå

ñðåäíåé ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè ê ïðîäîëüíîé W⊥/(2W⊥) = 25. Ïîýòîìó íà ðèñóíêå 3 ïðè-

âåäåíû äâå ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè. Âèäíî ñîãëàñèå ìåæäó ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè

è ýêñïåðèìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì. Òàêæå, êðèòåðèé (28) ïðåäñêàçûâàåò óìåíüøåíèå

ïîðîãîâîé ïëîòíîñòè ïðè óìåíüøåíèè ìàññû èîíîâ ïëàçìû, ÷òî íàáëþäàëîñü ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî ïðè çàìåíå âîäîðîäíîé ïëàçìû íà äåéòåðèåâóþ.

4.4 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøîé àíèçîòðîïèè

Â ïðåäåëå A → ∞, L = Const ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû l = L/
√
A → 0. Òîãäà

k̆⊥ = k⊥l → 0. Êàê âèäíî èç (25), â ýòîì ïðåäåëå óðàâíåíèÿ äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ïîëÿðè-

çàöèé ðàñöåïëÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòû E+, âðàùàþùåéñÿ â îäíó

ñòîðîíó ñ èîíàìè. Ìíèìàÿ ÷àñòü ôóíêöèè g+ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ω = Ωci(1− 1/A).

Ýòà ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãó íåóñòîé÷èâîñòè ïðè A →∞.

Â ïðåäåëå ω = Ωci(1− 1/A), k̆ → 0 óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòû E+ èìååò âèä

∞∫
−∞

(
−δ[k̆ − k̆′]

A
− (1− 1/A)e−|k̆−k̆′| +A1 + |k̆ − k̆′|

4
e−|k̆−k̆′|

)
E+[k̆′]dk̆′ =

ρ̆2
⊥

β⊥
k̆2E+[k̆]. (26)

Ïðåäñòàâèâ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âèäå E+[k̆] =
∫

exp[−ik̆z′/l]E[z′]dz′, óìíîæèâ óðàâ-

íåíèå íà exp[ik̆z/l] è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî k̆, ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ â êîîðäèíàòíîì

ïðåäñòàâëåíèè

∂2E+

∂z2
+

β⊥A
ρ2
⊥

(1− 1/A)2 − 2z2/L2 − z4/L2

(1 + z2/l2)2
E+[z] = 0. (27)

Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå â îáëàñòè ïîðÿäêà ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû, z ∼ l.

Ïðè A � 1 ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçìåð
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íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü z � L è óðàâíåíèå (27) ïðèìåò âèä

∂2E+

∂z2
+ Λ2 l2

(l2 + z̆2)2
E+ = 0, (28)

ãäå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð Λ2 = β⊥Al2/ρ2
⊥, ÷òî ýêâèâàëåíòíî Λ2 = β⊥L2/ρ2

⊥ è Λ2 =

ω2
picL

2/c2.

Óäîáíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èç ñîîòíîøåíèÿ ∇× ~E = −∂t
~B/c

ïîëó÷èì ∂zE+ = ωB+/c. Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

∂

∂z
(l2 + z2)2∂B+

∂z
+ l2Λ2B+[z̆] = 0, (29)

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ïîëÿ â íîëü íà áåñêîíå÷íîñòè.

Óðàâíåíèå (29) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñïàäàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè, Λ2 =

n2 + 2n, B+[z] = (z cos[(n + 1) arctan[z/l]]− (n + 1)l sin[(n + 1) arctan[z/l]])/
√

l2 + z2 äëÿ

÷åòíûõ n è B+[z] = (l(n+1) cos[(n+1) arctan[z/l]]+z sin[(n+1) arctan[z/l]])/
√

l2 + z2 äëÿ

íå÷åòíûõ. Íàèìåíüøåìó β⊥ îòâå÷àåò ìîäà ñ n = 1. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé óñòîé÷è-

âîñòè â ïðåäåëå áîëüøîé àíèçîòðîïèè çàâèñèò òîëüêî îò ïëàçìåííîé ÷àñòîòû â öåíòðå

ëîâóøêè è õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ω2
picL

2/c2 < 3, (30)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñäåëàííîé âî âòîðîé ÷àñòè îöåíêå. Êðèòåðèé (30) ïîçâîëÿåò îöåíèòü

ñíèçó êðèòè÷åñêîå β⊥ äëÿ ïëàçìû ñ êîíå÷íîé àíèçîòðîïèåé.

Óðàâíåíèå (28) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû ñ

÷àñòîòîé ω = Ωci(1−1/A) â ñèëüíî àíèçîòðîïíîé õîëîäíîé (T⊥ → 0) áèìàêñâåëëîâñêîé

ïëàçìå ñ ïëîòíîñòüþ (20), ïîìåùåííîé â ïàðàêñèàëüíîå ìàãíèòíîì ïîëå ñ íàïðÿæåí-

íîñòüþ íà îñè B = B0(1+ z2/L2). Ïëîòíîñòü ýíåðãèè âîëíû â òàêîé ñèñòåìå åñòü ñóììà

ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèö ïëàçìû,

W [z] =
δ ~E2 + δ ~B2

8π
+

ω2
pi[z]

(Ωci[z]− ω)2

δ ~E2

8π
. (31)

Èç ñîîòíîøåíèÿ B+[z] = c∂zE+/ω ñëåäóåò E2
+ ∼ Ω2

cil
2B2

+/c2 = Λ2(Ω2
ci/Aω2

pi)B
2
+ �

B2
+. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ âîçìóùåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â ìàãíèòíîì

ïîëå. Ïðè ω = Ωci(1− 1/A), ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì E2
+, ïîëó÷èì

W [z] =
1

8π

c2

Ω2
ci

((
∂E+

∂z

)2

+
l4Λ2

(l2 + z2)3
E2

+

)
. (32)
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïóíêòèð) è ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ âîçìóùåíèÿ (øòðèõïóíêòèð) îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ äëÿ âîçìóùåíèÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (28). Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêå 2 âîçìóùåíèÿì ñ k⊥ = 0. Õî-

òÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ñïàäàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, ýíåðãèÿ âîëíû ëîêàëèçîâàíà íà

ðàçìåðå íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû.

Èíòåðåñíî ïîíÿòü ïðè÷èíó ëîêàëèçàöèè âîçìóùåíèé è ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá ó÷å-

òå êîíå÷íîñòè ïðîáî÷íîãî îòíîøåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèå (28) èìååò

âèä óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåãî äâèæåíèå ÷àñòèöû ñ íóëåâîé ïîëíîé ýíåðãè-

åé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èçìåíåíèå ïëîòíîñòè è ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ñîçäàþò ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð: ïëîòíîñòü è ìàãíèòíîå ïîëå ïðè z < 0 è z > z0

ïîñòîÿííû, ïðè 0 < z < z0 âîçìóùåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(28). Â îáëàñòè ñ îäíîðîäíîé ïëàçìîé âîçìóùåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì ∂2
zE+ + k2E+ = 0. Èç (3) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ω/Ωci = 1 − 1/A ïðè A � 1

k2 = β⊥A/ρ2 = ω2
piL

2/(l2c2). Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèìåò âèä

w[z]l2
∂2E+

∂z2
+ Λ2E+ = 0, (33)

ãäå w[z] = 1 ïðè z < 0, w = (1+ z2/l2)2 äëÿ 0 < z < z0 è w = (1+ z2
0/l

2)2 ïðè z > z0. Ïðè

z > z0 ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ óõîäÿùàÿ âîëíà E+ ∼ exp[iΛzl/(l2 + z2
0)], äëÿ z < 0 ðåøå-

íèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðèõîäÿùåé è îòðàæåííîé âîëíû exp[iΛz/l] + const exp[−iΛz/l].

Ñøèâàÿ ðåøåíèÿ ïðè z = 0 è z = z0, ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé ïîëåé è êîýô-

ôèöèåíò îòðàæåíèÿ. Ïîñòîÿííàÿ z0 îïðåäåëÿåò ïðîáî÷íîå îòíîøåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî

ïîëÿ K = 1 + z2
0/L

2. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R îò àíèçîòðîïèè ïëàçìû

äëÿ ïðîáî÷íîãî îòíîøåíèÿ K = 2 ïîêàçàíà íàì ðèñóíêå 5.

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè è àìïëèòóäà âîçìóùåíèé
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Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò àíèçîòðîïèè. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � Λ2 = 3, ïóíêòèð �
Λ2 = 8, øòðèõïóíêòèð � Λ2 = 15.

ïîëåé äëÿ ïåðâîé ìîäû. Âèäíî, ÷òî ïðè A � 1 êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîé

ìîäû, îïðåäåëÿþùåé óñòîé÷èâîñòü, áëèçîê ê åäèíèöå � ÷åðåç áàðüåð ïðîõîäèò ëèøü

ìàëàÿ ÷àñòü âîëíû, à îñíîâíàÿ ÷àñòü îòðàæàåòñÿ îò íåîäíîðîäíîñòè ïëîòíîñòè è ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Â ñëó÷àå ñ ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé íåîäíîðîäíîñòü ïðèâîäèò ê ëîêàëèçàöèè

íåóñòîé÷èâûõ âîçìóùåíèé. Òàêæå âèäíî, ÷òî ó÷åò êîíå÷íîñòè ïðîáî÷íîãî îòíîøåíèÿ

ïðèâåäåò ê íåçíà÷èòåëüíîìó óíîñó ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ èç ñèñòåìû, ÷òî âûçîâåò óìåíü-

øåíèå èíêðåìåíòà íåóñòîé÷èâîñòè è íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ïîðîãîâîãî β⊥.

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ñïëîøíàÿ ëèíèè), âîçìóùåíèÿ ìàãíèòíîãî (ïóíêòèð) è ýëåê-
òðè÷åñêîãî (øòðèõïóíêòèð) ïîëÿ îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.

16



5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ðàçâèòèÿ àëüôâåíîâñêîé èîííîé öèêëîòðîí-

íîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñèëüíî àíèçîòðîïíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå. Äëÿ îäíîðîä-

íîé íåîãðàíè÷åííîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïîëó÷åíà

àñèìïòîòèêà ãðàíèöû àáñîëþòíîñòè íåóñòîé÷èâîñòè â ïðåäåëå áîëüøîé àíèçîòðîïèè.

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñèëüíî àíèçî-

òðîïíîé áèìàêñâåëëîâñêîé ïëàçìå â ëîâóøêå ñ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ìàãíèòíûì

ïîëåì. ×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðè çàäàííîé àíèçîòðîïèè è

ðàçìåðàõ ïëàçìû íàéòè ïîðîãîâîå β⊥ è çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòà è ÷àñòîòû íåóñòîé÷è-

âîãî âîçìóùåíèÿ îò β⊥. Òàêæå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïðîñòðàíñòâåííîå

ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè íà ðàçìåðå

íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû. Â ïðåäåëå A → ∞ íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è ïîëó-

÷åíà àñèìïòîòèêà ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè. Îöåíêè è ÷èñëåííî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, èçâåñòíûìè èç ýêñïåðèìåíòà â êîìïàêòíîì ïðîáêîòðîíå

ÃÄË.
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6 Ïðèëîæåíèå 1

Âêëàä èîíîâ â G± åñòü

G
(i)
± = −

∞∫
−∞

dz
ω2

pi[z]

2πω2
ei(k′−k)z +

q2

ω2

∞∫
−∞

dz

∫
d3v{(v̆x ± iv̆y)e

−ikz,F}~p,~r ×

×
0∫

−∞

dτ(vx ∓ ivy)e
ik′z̆−iωτ = −

∞∫
−∞

dz
ω2

pi[z]

2πω2
+

+
q2

ω2T⊥

∞∫
−∞

dz

∫
d3vF{AE − (A− 1)E⊥, (vx ± ivy)e

−ikz}~p,~r

0∫
−∞

dτ(v̆x ∓ iv̆y)e
ik′z̆−iωτ =

= −
ω2

pic

2πω2

∫ ∞

−∞
dz

1 + κ2z2

1 +Aκ2z2
ei(k′−k)z +

q2

ω2T⊥

∫ ∞

−∞
dz

∫
d3v(vx ± ivy)e

−ikzF ×

×
(
±Ωci(1 +Aκ2z2)− Aκ2zvz

1 + κ2z2
+ iAkvz

)∫ 0

−∞
dτ(v̆x ∓ iv̆y)e

ik′z̆−iωτ =

= −
ω2

pic

ω2κ
√
A

(
− 1

A
δ

[
k′ − k

κ
√
A

]
+

1− 1/A
2

e−|k
′−k|/(κ

√
A)

)
+

iω2
picm

4πω2T⊥nc

∫ ∞

−∞
dz

∫
d3ve−ikz ×

×(vx ± ivy)F
(
Akvz ± Ωci(1 + κ2z2) + i

Aκ2zvz

1 + κ2z2

) 0∫
−∞

dτ(v̆x ∓ iv̆y)e
ik′z̆−iωτ = G

(i)
0 + G

(i)
1±.(34)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ v⊥ = Ωz

√
1 + κ2z2/κ, z = Z cos ϕ, vz = ΩzZ sin ϕ, vx =

v⊥ cos θ, vy = −v⊥ sin θ, ãäå Ωz è Z � ÷àñòîòà è àìïëèòóäà áàóíñ-êîëåáàíèé. Äâèæåíèå

èîíîâ âäîëü íåâîçìóùåííîé òðàåêòîðèè â ýòèõ ïåðåìåííûõ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíè-

ÿìè z̆ = Z cos[ϕ − Ωzτ ], v̆x = vx cos[∆θ[τ ]], v̆y = −vy sin[∆θ[τ ]], ∆θ = Ωτ + κ2Z2(2Ωzτ +

sin[2(Ωzτ − ϕ)] + sin[2ϕ])Ω/(4Ωz). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

G
(i)
1± =

iω2
picm

4ω2T⊥κ4

√
m3A
8π3T 3

⊥

∫ ∞

0

dΩ2
zΩ

4
z

∫ ∞

0

dZ Z exp

[
−m

T⊥

Ω2
z

2κ2
(1 +Aκ2Z2)

] 2π∫
0

dϕe−ikZ cos ϕ ×

×(1 +Aκ2Z2 cos2 ϕ)3/2

(
AkZ sin ϕ± Ωci

Ωz

(1 +Aκ2Z2 cos2 ϕ) + i
Aκ2Z2 sin[2ϕ]

2(1 + k2Z2 cos2 ϕ)

)
×

×
∫ 0

−∞
dτ(1 +Aκ2Z2 cos2[φ− Ωzτ ])1/2eik′Z cos[φ−Ωzτ ]−iωτ±i∆θ.(35)

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ρ̆ =
√

2T⊥/(mΩ2
ci)l

2, k̆ = k/l, ω̆ = ω/|Ωci|,
sΩ = ± sign[ Ωci], t = Ωzτ , u = Z/l (l = 1/κ

√
A � ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ïëàçìû), r̆ =

Ωz

√
A
√

1 + u2/(ρ̆|Ω|), a = 1/
√
A è îïðåäåëèì ôóíêöèþ ξ[r̆, u, a, ρ̆] =

√
1 + u2/(aρ̆r̆) =
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|Ω|/Ωz (äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòîòà ëàðìîðîâñêîãî âðàùåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâû-

øàåò ÷àñòîòó áàóíñ-êîëåáàíèé, ξ � 1). Â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âûðàæåíèå äëÿ

G
(i)
1± åñòü

G
(i)
1± =

ω2
pic

ω2κ
√
A

g
(i)
1 ,

g
(i)
1 =

i

2π3/2a2

∫ ∞

0

udu

(1 + u2)5/2

∫ ∞

0

dr2r3e−r2

∫ 2π

0

dϕ(1 + a2u2 cos2 ϕ)3/2e−ik̆u cos ϕ ×

×
(

k̆u sin ϕ + sΩa2ξ(1 + u2 cos2 ϕ) + i
a2u2 sin[2ϕ]

2(1 + a2u2 cos2 ϕ)

)
×

×
∫ 0

−∞
dt(1 + a2u2 cos2[ϕ− t])1/2eik′z cos[ϕ−t]−iξω̆t+isΩξ(1+a2u2/2)t+isΩa2u2ξ(sin[2ϕ]+sin[2(t−ϕ)])/4. (36)

Äàííîå âûðàæåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè áîëüøîé àíèçîòðîïèè,

a � 1, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ñëàáî èçìåíÿåòñÿ íà ðàçìåðå ïëàçìû. Îïóñêàÿ

÷ëåíû ïîðÿäêà a2 â ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîæèòåëÿõ, íî ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà

a2ξ, ïðåîáðàçóåì âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ϕ è t:

Iϕ = −i

2π∫
0

dϕe−ik̆u cos ϕ+iΨ[ϕ] d

dϕ

(
−ik̆u cos ϕ + Ψ[ϕ]

) 0∫
−∞

dte−iξ∆ωt+ik̆′u cos[t−ϕ]+iΨ[t−ϕ], (37)

ãäå ∆ω = ω̆−sΩ(1−a2), x = sΩξa2u2/4, Ψ[ϕ] = 2x(2/u2+1)ϕ+x sin[2ϕ]. Ïðîèíòåãðèðîâàâ

ïî ÷àñòÿì ïî ϕ è t, ïîëó÷èì

Iϕ = −2πiJ0[(k̆ − k̆′)u] + ξ∆ω

∫ 2π

0

dϕe−ik̆u cos ϕ+Ψ[ϕ]

∫ o

−∞
dte−iξ∆ωt+ik̆′u cos[t−ϕ]+iΨ[t−ϕ]. (38)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå exp[ix sin ϕ] =
∑∞

n=−∞ Jm[x] exp[imϕ], çàïèøåì Iϕ â âèäå

Iϕ = −2πiJ0[(k̆ − k̆′)u] + 2πiξ∆ω

∞∑
n,n′,m,m′=−∞

(−i)n−n′Jn[k̆u]Jn′ [k̆
′u]Jm[x]Jm′ [x]δn+2m,n′+2m′

ξ(ω − sΩ(1− a2))− 2x(2/z2 + 1)− n− 2m
.(39)

Ïðåäïîëàãàåì àíèçîòðîïèþ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, A � l2/ρ2
⊥, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëî-

âèþ x � 1. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò öèêëî-

òðîííîé èîííîé ÷àñòîòû â öåíòðå ëîâóøêè, ξ∆ω ∼ x, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

Iϕ = −2πiJ0[(k̆ − k̆′)u] + 2πiξ∆ω

∞∑
n=−∞

Jn[k̆u]Jn[k̆′u]

ξ(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)− n
. (40)
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (36), íàéäåì

g
(i)
1 =

1 + |k̆ − k̆′|
4ω̆a2

e−|k̆−k̆′| − 2∆ω√
πa2

∞∑
n=−∞

∫ ∞

0

uJn[k̆u]Jn[k̆′u]du

(1 + u2)5/2

∫ ∞

0

dr̆r̆4e−r̆2 ×

× 1

sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆ − naρ̆r̆√
1+u2

=
1 + |k̆ − k̆′|

4ω̆a2
e−|k̆−k̆′| − 3∆ω

4a2

∞∫
0

uJ0[k̆u]J0[k̆
′u]

(1 + u2)5/2(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)
−

− 4∆ω√
πa2

∞∑
n=1

∫ ∞

0

uJn[k̆u]Jn[k̆′u]du

(1 + u2)5/2

∫ ∞

0

dr̆r̆4e−r̆2 sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆

(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)2 − n2a2ρ̆2r̆2/(1 + u2)
.(41)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå X =
√

1 + u2(ω̆ − sΩ{1 + a2u2/2})/(aρ̆), òîãäà

g
(i)
1 =

1 + |k̆ − k̆′|
4ω̆a2

e−|k̆−k̆′| +
3∆ω

4a3ρ̆

∞∫
0

uJ0[k̆u]J0[k̆
′u]

(1 + u2)2X
+

+
∆ω

a2

∞∑
n=1

1

a2n2ρ̆2

∫ ∞

0

uJn[k̆u]Jn[k̆′u]

(1 + u2)3/2
(sΩ(1 + a2u2/2)− ω̆)

(
2
X2

n2
G[X/n]− 1

)
=

=
1 + |k̆ − k̆′|

4ω̆a2
e−|k̆−k̆′| +

3∆ω

4a3ρ̆

∞∫
0

uJ0[k̆u]J0[k̆
′u]

(1 + u2)2X
+

∆ω

a3ρ̆

∞∑
n=1

∞∫
0

uJn[k̆u]Jn[k̆′u]

n(1 + u2)2

(
X

n
− 2

X3

n3
G[X/n]

)
.(42)

Âêëàä õîëîäíûõ ýëåêòðîíîâ â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ðàâåí

ε̂(e) =


0 i

ω2
pe

ωΩce
0

−i
Ω2

pe

ωΩce
0 0

0 0 −ω2
pe

ω2

 . (43)

Âêëàä â ýëåêòðè÷åñêóþ èíäóêöèþ D
(e)
α = ε̂

(e)
αβEβ ðàâåí

D
(e)
± [z] = ±

ω2
pe

ωΩce

E±[z] = −
ω2

pic

ω|Ωci|
sΩ

1 + κ2z2/a2
E±[z]. (44)

Ôóðüå-ðàçëîæåíèå äàåò

D
(e)
± [k] =

ω2
pic

ω|Ωci|

∫ ∞

−∞
dk′
∫ ∞

−∞
dzei(k−k′)z sΩ

2π(1 + κ2z2/a2)
E±[k′] =

ω2
pica

ω2κ

∫ ∞

−∞
dk′g(e)[k̆, k̆′]dk′,(45)

ãäå ýëåêòðîííûé âêëàä â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü g(e) = sΩω̆e−|k̆−k̆′|/2.

Îáúåäèíÿÿ âêëàäû ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå (24).
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7 Ïðèëîæåíèå 2

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ

ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû (çàìåíû z → −z), ñîáñòâåííûå ìîäû ìîæíî ðàçäåëèòü íà

ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå E±[−z] = ±E±[z]. Àíàëîãè÷íî ìîæíî êëàññè-

ôèöèðîâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 25. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ìîæíî ðàçáèòü íà ñóììó

g±[k̆, k̆′] = gs
∓[k̆, k̆′] + ga

±[k̆, k̆′], ãäå gs
±[k̆, k̆′] ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêîâ ëþ-

áîãî èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ, à ga
±[k̆, k̆′] àíòèñèììåòðè÷íî. Èç (24) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

gs
±[k̆, k̆′] = −δ[k̆ − k̆′] + δ[k̆ + k̆′]

2A
− 1− 1/A± ω/Ωci −A/2

4

(
e−|k̆−k̆′| + e−|k̆+k̆′|

)
+

+
A
8

(
|k̆ − k̆′|e−|k̆−k̆′| + |k̆ + k̆′|e−|k̆+k̆|

)
− 3

4
A(ω ∓ Ωci(1−

1

A
))

√
A
ρ̆

∫ ∞

0

uJ0[k̆u]J0[k̆
′u]du

(1 + u2)2X
+

+(ω ∓ Ωci(1−
1

A
))

∞∑
n=1

A3/2

2nρ̆

∫ ∞

0

uJ2n[k̆u]J2n[k̆′u]du

(1 + u2)2

(
X

2n
− X3

4n3
G

[
X

2n

])
,(46)

ga
±[k̆, k̆′] = −δ[k̆ − k̆′]− δ[k̆ + k̆′]

2A
− 1− 1/A± ω/Ωci −A/2

4

(
e−|k̆−k̆′| − e−|k̆+k̆′|

)
+

+
A
8

(
|k̆ − k̆′|e−|k̆−k̆′| − |k̆ + k̆′|e−|k̆+k̆|

)
+

+(ω ∓ Ωci(1−
1

A
))

∞∑
n=1

A3/2

(2n + 1)ρ̆

∞∫
0

uJ2n+1[k̆u]J2n+1[k̆
′u]du

(1 + u2)2

(
X

2n + 1
− 2X3

(2n + 1)3
G

[
X

2n + 1

])
.(47)

Òîãäà óðàâíåíèå (25) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåò-

ðè÷íûõ ïîëåé Es
±[k̆] è Ea

±[k̆]:∫ ∞

0

gs,a
± [k̆, k̆′]Es,a

± [k̆′]dk̆′ =
ρ̆2

2β⊥

((
k̆2 +

k̆2
⊥
2

)
Es,a
± [k̆]− k̆2

⊥
2

Es,a
∓ [k̆]

)
. (48)

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (48) âìåñòî ñèñòåìû (25) ïîçâîëÿåò â ÷åòûðå

ðàçà ñîêðàòèòü ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ g[k̆, k̆′] è â äâà ðàçà óìåíüøèòü ÷èñ-

ëî îáðàùåíèé ê ôóíêöèè Áåññåëÿ è ôóíêöèè er� [ x], ÷òî çíà÷èòåëüíî óñêîðÿåò ðàñ÷åò.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (48) óäîáíî îò E±[k̆] ïåðåéòè ê ôóíêöèÿì Y±[k̆] =

E±[k̆]
√

k̆2 + k̆2
⊥/2. Ðàçîáüåì èíòåðâàë ïî k̆ íà n ðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ, k̆i = −k̆m+2k̆m(i+

n− 1)/(2n− 1), îáîçíà÷èì gi,j
± = g±[k̆i, k̆j]/

√
(k̆2

i + k̆2
⊥/2)(k̆2

j + k̆2
⊥/2) è Y i,j

± = Y [k̆i]. Ïðè-
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áëèæåííî çàìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ñóììèðîâàíèåì, ïîëó÷èì

∆k̆

(
gi,j
+ 0

0 gi,j
−

)(
Y j

+

Y j
−

)
=

ρ̆2

2β⊥

 δi,j − k̆2
⊥

2k̆2
j +k̆2

⊥
δi,j

− k̆2
⊥

2k̆2
j +k̆2

⊥
δi,j δi,j

( Y i
+

Y i
−

)
,

∆k̆

 (2k̆2
j +k̆2

⊥)2

4k̆2
j (k̆2

j +k̆2
⊥)

δjk
2k̆2

j k̆2
⊥+k̆4

⊥
4k̆2

j (k̆2
j +k̆2

⊥)
δjk

2k̆2
j k̆2

⊥+k̆4
⊥

4k̆2
j (k̆2

j +k̆2
⊥)

δjk
(2k̆2

j +k̆2
⊥)2

4k̆2
j (k̆2

j +k̆2
⊥)

δjk

( gi,j
+ 0

0 gi,j
−

)(
Y j

+

Y j
−

)
=

ρ̆2

2β⊥

(
Y k

+

Y k
−

)
, (49)

ãäå ∆k̆ = 2km/(2n−1) = k̆i+1− k̆i. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (48) ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íîé êîì-

ïëåêñíîé ìàòðèöû. Èçìåíÿÿ Re [ω] ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îò

÷àñòîòû ïðè ôèêñèðîâàííûõ àíèçîòðîïèè, ïîïåðå÷íîì âîëíîâîì âåêòîðå, ëàðìîðîâ-

ñêîì ðàäèóñå è èíêðåìåíòå íåóñòîé÷èâîñòè. Îáðàùåíèþ ìíèìîé ÷àñòè ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ â íîëü ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèå ñîáñòâåííîé ìîäû, îòêóäà ìîæíî íàéòè åå

÷àñòîòó, β⊥, ïðè êîòîðîì îíà ñóùåñòâóåò è ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëåé. Ìîäà ñ

ìèíèìàëüíûì β⊥ îïðåäåëÿåò ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè.
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