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Аннотация 
В предыдущих работах ([1], [2]) рассматривались методы расчета 

устойчивости когерентных колебаний многосгустковых пучков с 
произвольными токами сгустков. Так, в [1] приведен вывод матрицы, 
собственные числа которой определяют устойчивость продольных 
мультипольных когерентных колебаний в случае гауссовской формы 
сгустков (электронные сгустки). При этом выбранный вид 
используемых ортогональных полиномов (полиномы Лаггера) 
приводит к тому, что порядок матрицы задачи для коротких сгустков 
уменьшается до 1 на каждый сгусток, то есть, автоматически 
упрощается до решения, полученного в модели макрочастиц [2].  

В данной работе получен аналогичный результат и для 
параболических сгустков (протоны, ионы): выбран базис 
ортогональных полиномов, при котором порядок матрицы задачи в 
пределе коротких сгустков также уменьшается до 1 на каждый сгусток.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

©  Институт ядерной физики им. Г.И. Будкера СО РАН 



__________________________________________________________________ 
 

 
 

1.  Результаты, полученные ранее для гауссовских сгустков 
 
В [1] рассматривалось решение следующей системы уравнений для 

гармоник возмущения функций распределения сгустков пучка ([1], ур.(1)): 
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)(0 Jf l  – невозмущенная функция распределения  -го сгустка, независимая 
от времени и фазы и предполагающаяся одинаковой (гауссовской) для всех 
сгустков: 

l

   ; )/(exp)2/1(=)( 000 JJJJf l −π Rb /2=0 σφ ,   
        ,      (3) 2/2

00 Ωφ= RMJ
R – радиус накопителя,  – r.m.s. длина сгустка (одинаковая для всех 
сгустков);  – импеданс резонатора, приведенный к узкому зазору ( то 

есть с учетом пролетного фактора); 

bσ
)(sZ

0ω  – частота обращения;  – средний 

ток 
jI

j -го сгустка; –  частота синхротронных колебаний (для малых 
токов), – азимутальное положение 

)(JΩ

jθ j -го сгустка относительно первого из 

них, например, (в случае встречных пучков с общей ВЧ системой  jθ
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определены в [2] и зависят еще от расположения резонаторов относительно 
места встречи пучков). 

Используя разложение  по полиномам Лаггера  [1] (как 
в [3], с.315), для которых весовая функция пропорциональна невозмущенной 
гауссовской функции распределения :  
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можно трансформировать систему интегральных уравнений (1) в линейную 
алгебраическую систему. С учетом амплитудной зависимости синхро-
тронной частоты )/(1=)( 00 JJJ ξ−ΩΩ , линейная алгебраическая система 
для коэффициентов разложения возмущения функции распределения 
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где  ,  и rfq rfV 0sφ  – номер ВЧ гармоники, амплитуда ускоряющего ВЧ 
напряжения и синхронная фаза.  

 
2.  Необходимый порядок аппроксимации для гауссовских 

сгустков 
При использовании разложения (4) для возмущения функции 

распределения встает вопрос о необходимом порядке аппроксимации, то есть 
конечном числе членов разложения, которым можно ограничить 
бесконечный ряд (4), не ухудшая точность решения. Очевидно, что если, 
начиная с некоторого номера  элементы матрицы пренебрежимо 
малы по сравнению с максимальным по модулю элементом подматрицы 
ранга , то расширение ранга матрицы (то есть, повышение порядка 
аппроксимации) не приведет к заметному изменению максимальных (по 
модулю) собственных чисел. 

1max +k

maxk

Благодаря факториалам в знаменателе  (7), матричные элементы 

быстро уменьшаются с ростом , и при любой верхней границе 
рассматриваемого спектра резонатора 

)(|||| mB qn
k'k

kk ' ,
0maxmax = ωω m  необходимый 

порядок аппроксимации  может быть оценен как (см. [1]) maxk

        (8) ./2)( 2
0maxmax φ≈ mk

Для коротких сгустков, при 10max <<φm  (см. (7)),  

дополнительно уменьшается степенным образом с ростом . Уже 
нулевой порядок аппроксимации  (то есть, когда принимается во 
внимание только один член разложения функции распределения) дает 
правильный результат – тот же, что и в модели макрочастиц (см., например, 
[2], без затухания Ландау). 

)(|||| mB qn
k'k

kk ' ,
0=maxk

Для параболического пучка также надо выбрать систему ортогональных 
функций, при которой необходимый порядок аппроксимации для коротких 
сгустков будет  уменьшаться  аналогичным образом. 
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3.  Система уравнений для параболических сгустков  
3.1. Весовая функция 

Для параболических сгустков система уравнений имеет вид (1) с ядром 
(2), в котором  – невозмущенная функция распределения  l -го 
сгустка – описывает параболический пучок:  
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Lτ – полная длина сгустка (в сек), что соответствует приведенной, например, 
в [3] (с.308), функции распределения частиц в параболическом сгустке 
(обычной для протонных пучков).  
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∞
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Для решения системы уравнений (1), аналогично рассмотренной ранее 
задаче с гауссовскими сгустками, используем разложение возмущения 
функции распределения по ортогональным полиномам вида (4). 
Выбор подходящих ортогональных полиномов зависит от весовой 

функции и дополнительных требований к элементам получаемой с их 
помощью матрицы задачи (см. раздел 2).    

Как видно из выражения для ядра системы, весовая функция для 
параболических сгустков имеет вид: 
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На первый взгляд, для такой весовой функции ортогональными 
полиномами могут быть полиномы Чебышева (см. Приложение 1).  

3.2. Решение с использованием полиномов Чебышева 
При использовании ортогональных полиномов Чебышева система 

алгебраических уравнений для коэффициентов разложения возмущения 
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– множители, зависящие от номеров  ортогональных полиномов .   ks,
Однако в этом случае при увеличении номеров  матричные элементы 

(при 
sk,

1|| 0max <<φm ) не уменьшаются (вернее, не так, как для полиномов 
Лаггера). Покажем это. 
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продольных колебаний)  

ns <<0

Слагаемые суммы lj
sknqH ,

~
 зависит от номера s  как  

 
)!()!(

1
422

00
2/)(

0
2/)(, snsn

mm
J

m
JA

n

snsnsn +−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
≈⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
= −+ . 

Эти множители, хотя и уменьшаются с ростом номера (см. рис.1), 
однако  не зависят от длины сгустка (для коротких сгустков). То есть для 
сколь угодно малых сгустков требуется одинаковое (>1) число элементов 
разложения для хорошей аппроксимации решения. 

s

Отметим, что слагаемые более высокого порядка ( ) имеют 
степенную зависимость от длины сгустка: 
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то есть, этими слагаемыми можно пренебречь при 10max <<φm .  
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Рис. 1. Зависимость  от s для различных n. snAsnA ,),( =

 
Из приведенных оценок видно, что необходимый порядок 

аппроксимации для коротких сгустков равен (или немного меньше)  (то 
есть, рассматриваему типу мультипольности) при любых, сколь угодно 
малых длинах сгустков (в отличие от нулевого порядка аппроксимации для 
любого  для гауссовского пучка). Таким образом, ортогональные 
полиномы Чебышева не являются нужным базисом для решения 
поставленной задачи.  

n

n

Ниже предложен другой вид ортогональных полиномов. 

3.3. Решение с помощью многочленов Якоби 
Вспомним, что для гауссовских сгустков использовались ортогональные 

функции  

    ),(=)( |)(|/2|||| xLxAxf n
k

n
k

n
k

имеющие степенную зависимость от x при малых  x.  
Имеет смысл и для параболического распределения использовать 

ортогональные функции, имеющие подобную зависимость при малых 
аргументах.  
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Такую зависимость от x при малых x имеют многочлены Якоби 
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Этот интеграл вычислен в Приложении 3: 
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4.  Сравнение формул для гауссовского пучка и 
параболического в пределе коротких сгустков 

4.1. Короткие сгустки 
Так как функции Бесселя при малых аргументах аппроксимируются как 
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то для 10max <<φm  
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n
mm

nVq

nn

srfrf
. 

Для гауссовского сгустка (см. (7)): 

,
2!||

1
sin2

=)(
)1(2

0

0

||||
00

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
φ

Ω⋅
n

srfrf

nn m
m

nVq
mBA  

Видно, что коэффициенты для дипольных колебаний ( ) коротких 
сгустков одинаковы для параболического и гауссовского сгустков. Для 
дипольных колебаний так и должно быть, так как они не зависят ни от 
длины, ни от формы сгустков. Для более высоких членов разложения и для 
Tболее высоких типов мультипольности T T уже отличаются 
численными коэффициентамиT (как и должно быть для сгустков разной 
формы), однако степенная зависимость от длины сгустка одна и та же для 

обеих моделей: 

1=n

kk
qnB ′,
|||| )ˆ(

1)(2
0

,
||||

2
)ˆ(

−′+++

′ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
∝

kkqn

kk
qn m

B  . 

T4.2. Огибающая для оценки верхней границы спектраT 

Элементы матрицы задачи в общем случае имеют вид 

  , )2/()( 0
(

0 φω−
−θ

∑ mSeimsZ
)jθlim

m
m

где   T–T огибающая функция, зависящая от формы сгустка и номера 
матричного элемента . Она определяет полосу спектра, 
импеданс в которой дает вклад в этот матричный элемент.   

)(zS
),|,|,|(| kkqn ′

 11



 
Рис. 2. Огибающие (нормированные на максимум) для параболического 
сгустка (FPn, верхний рисунок) и для гауссовского сгустка (FGn, нижний 
рисунок), для первых 20 диагональных элементов матрицы, для одинаковых 
среднеквадратичных длин сгустков, в зависимости от 2/0φ= mz . Выде-
лены графики с номерами 1 и 20. 

 
На рис.2 показаны огибающие (нормированные на максимум) для 

параболического сгустка и для гауссовского сгустка, для первых 20 
диагональных элементов матрицы, для одинаковых среднеквадратичных 
длин сгустков. Из рисунка видно,  что  

1) полоса спектра для первого диагонального элемента (описывающего 
дипольные колебания коротких сгустков) практически одинакова 
для  для параболического и для гауссовского сгустков; 
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2) если необходимое число мод для гауссовского сгустка оценивается 
как  (см. [1]), то для параболических 
сгустков это число пропорционально 

2
0maxmaxmax )2/(||2 φ>+ mnk

)( 0maxφm , поэтому для 
параболических сгустков порядок аппроксимации может быть 
меньше, чем для гауссовских, при той же ширине спектра 
импеданса. Оценка, аналогичная сделанной в [1], дает 

)(||2 0maxmaxmax φ>+ mnk . 
 

5.  Аналитическое суммирование рядов по азимутальным 
гармоникам 

 
В том случае, если импеданс представляется в виде суммы резонансных 

импедансов вида 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−−

ρω
=

−−
ωρ

=
)()()())((

)(
2

2

1

1

2121 ss
s

ss
s

ssssss
ssZ rr ,  

 ris ων−ν±= )( 122,1 , 
Q2
1

1 =ν , 2
12 1 ν−=ν , 

для элементов матрицы задачи можно выполнить суммирование по 
азимутальным гармоникам аналитически, при этом сумма по всем  
гармоникам превращается в сумму по резонансным модам. Выражение для 

, где 

maxm

∑
∞

−∞=m
mf )(

  1),()(1)()( 2,1000 21
≥φφω−= θ nmjmj

m
eimsZmf nn

im , 

(см. раздел 3.2) получено в Приложении 4 и содержит порядка  
слагаемых: 

21 nn ⋅

 
 
 
 
 
 

 13



           ∫∑∑
+

−−ππ−= −−
∞

−∞= Sc
cc

m
dzzfizctgRmf )())(()(

      ⎜
⎜

⎝

⎛

π
φφ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

+
−

ρπ
−=

θ−π−

)sin(
)()(1

)( 1

)(

0101
0121

1

21 m
emjmj

m
is

mm
im im

nn
r  

          
⎟
⎟

⎠

⎞

π
φφ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

+−
θ−π−

)sin(
)()(1

2

)(

0202
02

2

21 m
emjmj

m
is im

nn  

∑ ∑
= =

++
++

θ
+−Γ+−Γ

++
−
ρδ−

1

1

2

2
21

21

0 0
2

222111

2211

21

2
0, )2()1(!)1(!

)!()!(
)(4

n

k

n

k
kk

rnn

iknkknk
knkn

mm
imi  

          ⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

+φ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

+φ×
02

02
01

01 1),(1),(
m

isNmII
m

isNmII  

           
22010

21

),0(
++=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

−
ω

−
kkN

m
is

m
isNII , 

где 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−−⋅π=

−π= ∑∑
−

=

−
−

∞

=

1

0

02

0

0

0
0 )!(

)2(
)2(12

)!(
)2(2),( 0

n

k

nk
niz

n
nk

k

n k
iz

ie
z

i
k
iz

z
inzII . 

Это выражение имеет смысл использовать для низкодобротных 
резонансов, а также для несимметричных пучков, когда инкременты 
колебаний определяются не только действительными, но и мнимыми 
частями импеданса (имеющими более широкий спектр). 

 
 

 14



          Приложение 1 

Вычисление матричных элементов для полиномов Чебышева 
 
Обозначив 0/ JJx = , весовую функцию можно записать как: 

   . ( ) 2/12
0 1)()/(

−
−==′ xxWJJW

Для нее ортогональные полиномы – полиномы Чебышева (см. [2], (22.3.6)): 

  ∑
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

−

−
−−−=

2

0

2)2(
)!2(!
)!1()1(

2
)(

n

m

mnm
n x

mnm
mnnxT ,      

      )1(
2

)()()( ,0
1
1 nnnnnnnn hdrrTrTrW δ+πδ=δ= ′− ′′∫ , 

Эти полиномы можно использовать для функций, определенных на отрезке 
. В нашем случае функция  определена на . Доопределим ее на 
 как 

]1,1[− nF ]1,0[
]1,0[ −

  . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−
≥

=− + 0,)1(),(
0,),(

),(~
1 xsxF

xsxF
sxF qj

q

j
qj

q

Для этой функции интегральное уравнение имеет тот же вид: 

0,=),(~),,(~),(~))1(( 1
1

1=

2
0

'j
q

lj
nq

q
j

bN

j

l
n dxsxFsxxKIAsxFxins ′′−ξ−Ω+ −∫∑∑

                 (П1.1) 

Ωφπ
−=

π
−=

RMJ
A 2

00 4
3

8
3

, 

 =),,(~ sJJK 'lj
nq  

   ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′′φφω−−

θ−θ− ∑ xxmJxmJeimsZ
m
nx qn

lim

m

j

00
)(

0
2/12 )()1(=  

2/12 )1()( −−= xxw . 
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Представив функцию распределения в виде разложения по 
ортогональным полиномам 

   ),()(=)(~
0

xTaxwJF k
nl
k

k

l
n ∑

≥
 

умножим уравнение (П1.1)  на  и проинтегрируем по dx: )(xTs

( ) ( ) 0,=)(

)(

0
1

0
0

0

)(
0

1=

0
0

0
0

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

φφω−−

−ξΩ−δΩ+

∑∑∑∑

∑∑

≥

θ−θ

≥≥

mImIaeimsZ
m
nIA

Mainhains

qkns
qj
k

k

jlim

mq
j

bN

j

sk
nl
k

k
nsk

nl
k

k
 

или 

( ) ( ) ,)(

0,=
2

)(

0
1

0
0)(

0,

,
01=0

0
0

0

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ φφω−=

−ξΩ−πδΩ+

θ−θ

≥≥≥

∑

∑∑∑∑∑

mImIeimsZ
m
nH

HaIAMainains

qkns
jlim

m

lj
knq

lj
knq

qj
k

kq
j

bN

j
sk

nl
k

k
sk

nl
k

k  

   ( )

( ) ( ) .)()(

,)()()(

,)()()(

1

1
00

1

1

1
00

0

1

1

2

∫

∫

∫

−

−

−

⋅⋅φ=φ

φ=φ

=

dxxxTxmJxwmI

dxxTxmJxwmI

dxxTxTxwxM

snns

snns

sksk

Вычислим эти интегралы. 

 1)  ( )∫
−

φ=φ
1

1
00

0 )()()( dxxTxmJxwmI snns

             ))1(1(
222

0
2/)(

0
2/)(

sn
snsn

m
J

m
J +

−+ −+⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φπ= , 

       , 1]2/[2)Re( −−> ssn

(см. [6], (2.18.1.25)). 
Для  условие  выполняется всегда. 0≥n 1]2/[2)Re( −−> ssn
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2) Используя рекуррентное соотношение ([2], (22.7.4)), можно 
представить  как )(xxTn

   ( ))()(
2
1)( 11 xTxTxxT nnn −+ += . 

Отсюда  

( ) ( ) ( ) ( )( ).
2
1)()( 0)1(,

0
0)1(,

0
1

1
00

1 φ+φ=φ=φ −+
−
∫ mImIxdxxTxmJxwmI snsnsnns  

3) Из того же рекуррентного соотношения следует: 

( ) ( ))()(2)(
4
1)()(

2
1)( 2211

2 xTxTxTxxTxxTxTx nnnnnn −+−+ ++=+= , 

то есть 

( )2,,2,0,

1

1

2 2)1(
8

)()()( −+
−

δ+δ+δδ+π== ∫ skskskksksk dxxTxTxwxM . 

Ряд  имеет вид: lj
sknqH ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ),~~

2
1

)(
2
1

)(

)1(,)1(,

0)1(,
0

0)1(,
0

0
0)(

0

0
1

0
0)(

0,

lj
ksnq

lj
ksnq

kqkqns
jlim

m

qkns
jlim

m

lj
sknq

HH

mImImIeimsZ
m
n

mImIeimsZ
m
nH

−+

−+
θ−θ

θ−θ

+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ φ+φφω−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ φφω−=

∑

∑

      ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ φφω−=

θ−θ
∑ 0

0
0

0)(
0, )(~ mImIeimsZ

m
nH qkns

jlim

m

lj
sknq  

                
2

2
))1(1)()1(1( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−+−+= ++ kqsn  

               
⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φω−× −+

θ−θ
∑ 22

)( 0
2/)(

0
2/)(

)(
0

mJmJeimsZ
m
n

snsn
jlim

m
 

               
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ φ× −+ 22

0
2/)(

0
2/)(

mJmJ kqkq . 
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         Приложение 2 

Вычисление матричных элементов для полиномов Якоби 
 
Используются многочлены Якоби  с весовой функцией 

 на отрезке , при p-q>-1, q>0, .  

),,( xqpGn

,)1()( 1−−−= qqp xxxw ]1;0[ 0/ JJx =

  ),12(
)2(
)(!),,( )1,( −

+Γ
+Γ= −− xP

pk
pkkxqpG qqp

kk  

             
,    ∫ ′′ δ=1

0 ),,(),,()( kkkkk hdxxqpGxqpGxw

     
)2()2(

)1()()(!
2 pkpk

qpkpkqkkhk
+Γ+

+−+Γ+Γ+Γ=  

.
)(
)2()1(

)2(!
)(),,(

0
∑
=

−

−+Γ
−+Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+Γ
+Γ=

k

m

mkm
k x

mkq
mkp

m
k

kpk
kqxqpG

  
В данном приложении используются их свойства ([2], Глава 22). 
 
Функция распределения представляется в виде  

     
   ,/=),()(=)( 0

||

0
0 JJxxfaxwJF n

k
nl
k

k

l
n ∑

≥

                ),,,(=)( /2|||| xqpGxAxf k
n

k
n

k

      , 2/1||,1||,2/1,)1()( 2/1
0 +=+=−=−−= − npnqqpxxw

       ,)1()( ||2/1 nxxxw −−=
 

 )12(
)2(
)(!),1||,2/1||( )1,( −

+Γ
+Γ=+=+= −− xP

pk
pkkxnqnpG qqp

kk  

       )12(
)2/1||2(
)2/1||(! |)|,2/1( −

++Γ
++Γ= − xP

nk
nkk n

k , 

           
)2/12()2/12(

)2/1()2/1()1(!
2 ++Γ++

+Γ++Γ++Γ
=

nknk

knknkk
hnk  

 

 18



Коэффициенты матричного уравнения (13) в разделе 3.3 выражаются 
через интегралы вида (15), для вычисления которых можно использовать [6], 
(2.22.12.3): 

  =+−+∫
−

σρ
ν

ρ−α
a

a
k dxaxPaxbJxaax )/()()()( ),(1  

 νν+ρ+αν−ρ+α ++ρν+α
+νΓ

+ν−α−σ−
= bakB

k
n

k
2/2/ )1,2/(2

)1(!
)12/()1(  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+ν−σ−ν+α++ρ+ν+ασ−ν+αν+α×

2
;1,2/,12/;2/,2/

2

32
abkkF

      1)Re(,0)2Re(,0 −>ρ>ν+α>a ,   , 0≥k

    
)(
)()(),(

ba
abba

+Γ
ΓΓ=Β . 

В данном случае 
 

     ∫ φ=φ −
1

0
0

2/||
0

2/1
0 )()()( xmJxxwhmI n

n
nknk  

   
)2/1||2(
)2/1||(!),1||,2/1||( 2/1

++Γ
++Γ=+=+=× −
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     ∫ −φ× −
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0

|),|2/1(
0

2/||
0 )12()()( dxxPxmJxxw n
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n   

  
)2/1||2(
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++Γ
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nk
nkkhnk
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        )(~
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2/1 φ
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nkkh nknk , 
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где (см. [2], (15.1.1)) 

  ( )∫
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−
−

⎟
⎟
⎠
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⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
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⎠
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⎞
⎜⎜
⎝
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2
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2
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⎟
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⎜
⎜

⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜
⎝
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n

k
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⎠

⎞
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⎝

⎛ φ++
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2
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)1(!
)0()1(2 02/||  
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
−−++×

2
0

21 2
;1,2/3;1

m
kknF , 

то есть 

     nknknk I
nk
nkkhmI ~

)2/1||2(
)2/1||(!)( 2/1

0 ++Γ
++Γ=φ −  

     
nk

n
nk

m
kn
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nk

nkh ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φ
++Γ

+Γ
Γ

Γ−⋅
++Γ

++Γ= −−

2)2/3(
)2/1(

)0(
)()1(2

)2/1||2(
)2/1||( 02/||2/1  

     ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ φ
−−++×

2
0

21 2
;1,2/3;1

m
kknF . 

С учетом свойств гамма-функции ([6], стр. 720, 721)  

)(
)1(

)1()(),()()(,
)sin(

)1()( z
z

kzzzkz
z

zz
k

k

k Γ
−
−=−ΓΓ=+Γ

π
π=−ΓΓ

 
и представления гипергеометрической функции ([2], (15.1.1)) 

   
)2/1||2(

)2/1||()( 2/1

2

0
0 ++Γ

++Γ=φ −
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  ( ) ∑
∞
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Согласно ([7], (5.2.10.7)): 

   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
++Γ

± −
∞

=
∑ )2(

)2(
!)1(

)(

0

2

xJ
xI

x
kk

x

k

k

ν

νν

ν
. 

Таким образом,  
=φ )( 0mI nk  

     ).()2/()1(
)2/1||2(

)2/1()2/1||(
0)2/12(

2/1
0

2/1 φφ−
++Γ

+Γ++Γ= ++
−− mJm

nk
knkh kn

k
nk  

Так как
     

)2/1||2()2/1||2(
)2/1()2/1||(|)!|(!

2 ++Γ++
+Γ++Γ+=

nknk
knknkkhnk , 

то 

   
2/1

0 |)!|(!
)2/1()2/1||()2/1||2()( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+Γ++Γ++=φ
nkk

knknkmInk  

          . )()2/()1( 0)2/12(
2/1

0 φφ−× ++
− mJm kn

k

 
 

 22



Приложение 3  

Суммирование по азимутальным гармоникам 

Формула Ватсона-Зоммерфельда (см. [8]) позволяет выполнить анали-
тическое суммирование ряда по азимутальным гармоникам: 
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Далее для каждого из этих слагаемых (интегралов по четверти 
окружности) делаем переход ∞→R , при котором в верхней 
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Слагаемые, составляющие , выражаются через интегральную 
показательную функцию: 
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На рис.3 показаны контуры интегрирования в переменных z и  izw = . 
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Рис.3. Контур  на плоскости  и +S z +S~  на плоскости izw = . 
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Подставив это выражение в , получаем для  ),( 0 nzII :0)Im( 0 <z
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