
����������	
����
	����
 ���
��
��


�������� ���	�
� ����� ��� ����������� �
 	��

���� 	����

��������������� ����� ��	����	
�

�	� ���	
����� ��

!����	������"#�$% ����$%

��� &''&()*

�+,+-�.��-�
&''&



���� �����

��� �� ����	�
���� ������	�
��

���� �� ��� ��	�
���	�

����	���

��� � ����	
�������� �	� �� � ��
��	����� �	������� �� ���	��
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������� 〈∆�〉 �� �	������� ������ ����� �� � ����	�� ���� ��� �	� ��
��� ������ ������ ����� �◦� ∆� ≡ �−�◦� ����� �����	�� ��� ���	���

��� ��� �	���	���� ����	� L ≡ �
n

�
Nn ln Nn

f
+ f −Nn

�
�	�  ����	� !"

�� ���� �� ��� ��� χ2 ≡ �
n

(f−Nn)2

σ2
n

�	� �	�� ��� ���	��� �� ���	��� σ2
n�

σ2
n = Nn  ����	� #" �� σ2

n = f  ����	� $"% ����� Nn 	� ����� �� �����
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�)* ���!%�-� ��� ���'�/% $���%�� %�&�'(�)* ����)* . ,�/��% $'% %��
&���)* 1��&�!� 2%'(3 �������� ��� ���.�'� ".'"%&�" ��'-1%��% 1��'%��
�)* /��1%��+ ���� %&��. �������1��+ ,-��!��4 ��&��)% . �.�3 �1%�%�(
��" � �'� ���.%��� �."/��) � �/ %�"% ) � . $���%�� %�&% .%'�1��� ��

� ���&�"5%+ ��0�&% �/-1�%&�" ���&% �&�1%���+ ��.�� ���� %&��. ���
�������% ���&����   %&���  ���� �'(���� ���.������0�" �  %&��� 
 ��� �/�!�� χ2� �'"  %&��� χ2 ���� �&�%�) �.� .�����&� ���%�%'%��"
�&�&��&�1%���+ .����!�� σ2

n4 �."/����+ � n− ����'� ���&����  )6 .��
����& � σ2

n = Nn4 ��% Nn − 1��'� ��0)&�+ . $&� ����'% ���&����  )
� .�����& � σ2

n = f 4 ��% f − /��1%��% �������1��+ ,-��!�� �'" $&���
����'�� ����/���4 1&� ��� %�(7� ��.��� �0'���%&  %&��  ���� �'(�
���� ���.������0�"� �&� 8% ����%&�" χ2 � σn =

√Nn � � σn =
√

f 4 &�
���'%��%% '-17% �������� ��-%& ,-��!�3 ���.������0�" �4 .�/ �8��
�� $&�+ ���1��%4 ���  ��� �/�!�� ��%&  %�(7�+ �. 9 ��/�# ���&% ��
&�1%���+ ��.�� ���� %&��. ��������� % �%  %�%%4  ��� �/�!�" χ2 �
σn =

√Nn4 ��&���" �� ����&��% ����'(/-%&�" 1�5% .�%�� � :�� - �'�
1���3;4 &%*��1%��� ���5% �4 � �%��&���+ ��&���8���&(34 .��'�%  �8%&
0)&( ����'(/�.����

�/ ���'�/�  %&���. χ2 � σn =
√Nn � � σn =

√
f � �* ���.�%��" �

 %&���  ���� �'(���� ���.������0�" ��+�%� �����0 .�/ �8���� -'-1�
7%��" ��1%�&.� �������� �� χ24 � � %��� - %�(7%��" ���&% �&�1%�����
��.��� ���� %&��. �������� �� .%'�1��)4 ��'-1�% �+ .  %&��%  �����
 �'(���� ���.������0�"� � ��0�&% ���.%�%�� �%���'(�� .�����&�. &����
�� -��.%�7%��&.�.���"  %&��� χ2�

<�� -')4 ��'-1%��)% ��� .)1��'%��� ���&% �&�1%���* ��.���.4  ��
�-& 0)&( ����'(/�.��) �'" 1��'%���+ �!%��� ��.���. ���� %&��. ���
�������% $���%�� %�&�'(�)* �����%�%'%��+4 ���0%��� . ��%!�/����)*
$���%�� %�&�*�

=
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�%��"&���&( &��� 1&� /������% $���%�� %�&�'(��% �����%�%'%��% ���
�&.%&�&.-%& �%��&���+ &%��%&�1%���+  ��%'�4 ����).�% �+ ,-��!�%+
f�x, t)4  �8%& 0)&( /������� �'%�-35� �0��/� 6

P =
∏
n

[f(x, tn)]Nn

Nn !
exp [−f(x, tn)]

≈
∏
n

1√
2πNn

(
f(x, tn)
Nn

)Nn

exp [Nn − f(x, tn)] . �>#

?�%�(  ) ��%���'���% �-������.���% �����%�%'%��% 1��'� ��0)&�+
. ��8�� ����'% ���&����  ) � ����'(/-% ,�� -'- �&��'���� �'"
(Nn ! ) � � -��.�%��� �># � ��'%%  ) ����'(/-% �'%�-35�% �0�/��1%��"6

• n− �� %� ����'� ���&����  )4 Nn− 1��'� ��0)&�+ . n− ����'%4
N =

∑
n Nn @ ��'��% 1��'� ��0)&�+ . ���&����  %A

• f�x, t) ≡ f− �������1��" ,-��!�"4 x ≡ {xi}− .%�&�� ���� %&�
��. ��������4 f�x, tn) @ /��1%��% �������1��+ ,-��!�� �'" n−��
����'� ���&����  )A

• f ′
i ≡ ∂f

∂xi
@ 1��&��" ����/.����" �������1��+ ,-��!�� f �� i− -

���� %&�-�

���%�%'� ,-��!�3 ���.������0�" ��� L ≡ − lnP 6

L =
∑

n

(
1
2

ln 2π +
1
2

lnNn + Nn ln
Nn

f
+ f −Nn

)

= Const +
∑

n

(
Nn ln

Nn

f
+ f −Nn

)
. �9#

?� %&� 1&� .)��8%��% �9#  �8%& 0)&( ��'-1%�� � 0%/ ����'(/�.���"
,�� -') �&��'���� �'" (Nn ! ) � B�'%% &���4 . �&'�1�% �& ,�� -') �&���
'����4 -��.�%��% �9# .%��� �'" ����/.�'(�)* /��1%��+ Nn4 .�'31�"
Nn = 0� �'" ����&�&) . ��'(�%+7%  ) 0-�% �&0���).�&( ����&���

&- . -��.�%��� �9#4 &��� �0��/� L ≡ ∑
n

(
Nn ln Nn

f + f −Nn

)
�
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��% �'" χ24  ) �� ��8� L �� 9 � ��/'�8� ��'-1%���% .)��8%��%
�� �&%�%�"  �'�+ .%'�1��) [f�x, tn) −Nn]/Nn6

2L ≡ 2
∑

n

(
Nn ln

Nn

f
+ f −Nn

)

= 2
∑

n

(
−Nn ln

[
1 +

f −Nn

Nn

]
+ f −Nn

)

≈ 2
∑

n

(
−Nn

[
f −Nn

Nn
− (f −Nn)2

2N 2
n

+
(f −Nn)3

3N 3
n

− (f −Nn)4

4N 4
n

+ ...

]
+ f −Nn

)

=
∑

n

(
(f −Nn)2

Nn
− 2

3
(f −Nn)3

N 2
n

+
1
2

(f −Nn)4

N 3
n

− ...

)
�D#

�'�

2L ≈
∑

n

(f −Nn)2

Nn
�=#

�)��8%��% . ���.�+ 1��&� -��.�%��" �=# ".'"%&�" ��1% ��) ��� χ2 ≡∑
n

(f−Nn)2

σ2
n

� σn =
√Nn� � ��-��+ �&����)4 ,-��!�" χ2 � σn =

√
f(x, tn)

 �8%& 0)&( /������� ���

χ2
σn=

√
f =

∑
n

(f −Nn)2

f
=
∑

n

(f −Nn)2

Nn + (f −Nn)

=
∑

n

(
(f −Nn)2

Nn
− (f −Nn)3

N 2
n

+
(f −Nn)4

N 3
n

− ...

)
�C#

1&� 0'�8% � 2L . -��.�%��� �D# 1% χ2
σn=

√Nn
� ��/- �� �8���&(4 1&� ��

$&�+ ���1��% �������� �� χ2
σn=

√
f
0-�%& '-17% �. 1��&���&�4 0-�%& � %&(

 %�(7�+ ���&% �&�1%���+ ��.��#4 1% �������� �� χ2
σn=

√Nn
�
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� �%/-'(&�&% �&�&��&�1%���* ,'-�&-�!�+ 1��'� ��0)&�+ . ����.��
�-�'(�)* ����'�* ���&����  )4 �������� ��  %&��-  ���� �'(���
�� ���.������0�"4 &�%� ��&� �/�!�" ,-��!�� ���.������0�" L =∑

n

(
Nn ln Nn

f + f −Nn

)
4 0-�%& ��.�&( /��1%��% ���� %&��. �������� x4

��.��-&�% �� �&��7%��3 � :��&���� -; /��1%��3 x◦ �� �%��&��-3 .%'��
1��- ∆x6 x F x◦ + ∆x� G'% %�&) .%�&��� ∆x  ��-& 0)&( ��+�%�) �/
-�'�.�" ��&� �/�!�� L4 &�%� ∂L/∂xj = 06

0 =
∂L
∂xj

=
∑

n

f ′
j

(
−Nn

f
+ 1

)

=
∑

n

f ′
j

f −Nn

f
≈
∑

n

f ′
j

f◦ + (
∑

i f ′
i ∆xi) −Nn

f◦
=

=
∑

i

(∑
n

f ′
i f ′

j

f◦

)
∆xi −

(∑
n

f ′
j

f◦
(Nn − f◦)

)
= 0 �E#

� �'%��.�&%'(��

∆xi =
∑

j

(A−1
)
ij

∑
n

f ′
j

f◦
(Nn − f◦) , ��% Aij =

∑
n

f ′
i f ′

j

f◦
�H#

?�%�(  ) ����'(/�.�'� ���0'�8%��% f(x) = f(x◦+∆x) ≈ f◦+
∑

i f ′
i ∆xi 4

��% f◦ ≡ f(x◦, t)4 �'" &��� 1&�0) . ".�� .��% .)�%'�&( ,-��!�3 f◦ �
����'(/�.�&( %% �.�+�&.�6 〈Nn − f◦ 〉 = 0 4 〈 (Nn − f◦ )2〉 = f◦ � 〈 (Nn −
f◦ )(Nm − f◦ ) 〉 = 0 �'" n �= m� ��'�.) � ���0�� � 〈...〉 /�%�( � ��'%%  )
0-�% �0�/��1�&( -��%��%��% �� ���� 0'3 ����&���)* �����%�%'%��+
�$���%�� %�&�.#�

���.�%��% �H#4 ��&���% . ".�� .��% �."/).�%& �&�&��&�1%���% ,'-��
&-�!�� ���� %&��. �������� � �&�&��&�1%���% ,'-�&-�!�� 1��'� ��0)�
&�+ . ����'�* ���&����  )4 ".'"%&�" ���� �/ ���0�'%% .�8�)* . �&��
&��&��%� � ��� %�-4 %��  �8�� ����'(/�.�&( �'" .).��� -��.�%��" �'"
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〈∆xi ∆xj〉 =
∑
ab

(A−1
)
ia

(A−1
)
jb

∑
nm

(
f ′

a

f◦

)
n

(
f ′

b

f◦

)
m

〈 (Nn − f◦)(Nm − f◦) 〉

=
∑
ab

(A−1
)
ia

(A−1
)
jb

∑
n

f ′
a f ′

b

f◦
=
∑
ab

(A−1
)
ia

(A−1
)
jb
Aab

=
(A−1

)
ij

�I#

�'�

〈∆xi ∆xj〉 =
Aij

det(A)
= (−1)i+j Mij

det(A)
. �J#

��� 1��&�)+4 �� ���0�'%% .�8�)+4 �'-1�+ -��.�%��+ �I# � �J#4  �8��
�1%�( ����&� ��'-1�&( .)��8%��% �'" �&�&��&�1%���* �7�0�� ���� %&�
��. ��������6

σ2
i ≡ 〈

(∆xi)2
〉

=
(A−1

)
i i

�>K#

�'�

σ2
i =

Aii

det(A)
=

Mii

det(A)
. �>>#

?�%�( Mij � Aij −  ����) � �'�%0���1%���% ����'�%��"  �&��1�)* $'%�
 %�&�. ��  %&��1��+  �&��!) A4 � det(A) − %% �%&%� ����&�

���&% �&�1%���% ��.��� ���� %&��. �������� . ���!%��% ��&� �/��
!�� ,-��!�� ���.������0�"  ��-& 0)&( ��+�%�) ��� ��%��%% �� ���� 0�
'3 �& .%'�1��) ∆x4 &�%� 〈∆x〉� ������ -��%��%��% .%'�1��) ∆x4 ���.%�
�%���+ . -��.�%��� �H#4 /��-'"%&�"6

〈∆xi〉 =

〈∑
j

(A−1
)
ij

∑
n

f ′
j

f◦
(Nn − f◦)

〉

=
∑

j

(A−1
)
ij

∑
n

f ′
j

f◦
〈Nn − f◦〉 = 0 �>9#

�����'(�- 〈Nn − f◦〉 = 0� G&� �/��1�%& 1&� ���0'�8%��%4 ��%'����% ���
.).��% -��.�%��" �E#4 �% ".'"%&�" ���&�&�1�) �'" .)1��'%��" ���&%�
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∑
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∑
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i + ∆x1
i + ...4 ��% ∆x◦
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?� %&� 1&� ∆x◦
p ".'"%&�" '��%+��+4 �∆x1

p − �.����&�1��+4 ,-��!�" �
�& :0�/�.)*; ,'-�&-�!�+ (Nn − f◦)�
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 �'(���� ���.������0�" ��*���&�" ��� ��%��%% �� ���� 0'3 �& .)��8%�
��" �>E#6
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∑
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. �>H#
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∑
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�& %&� 1&� ��� .).��% -��.�%��" �>H# .�'�� �& �%�.��� �'���% ��� .
�.����&�)* ���0��* . -��.�%��� �>E# �����5�%& .�'�� �& .&����� �'����
% ���4 � .�'�� �& &�%&(%�� �����5�%& .�'�� �& 1%&.%�&���� �'" �'-1�"4
����� ,-��!�" f � %%& &�'(�� ���� ���� %&� ��������4 -��.�%��% �>H#
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. �>J#
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)
4 ��&���% �'%�-%& �/ -��.�

�%��" �>K# �'" ���� %����� �'-1�"�

 �	������	����	� ���	� ����������

�������	 ��� ������ χ2 � σn =
√Nn

� �%/-'(&�&% �&�&��&�1%���* ,'-�&-�!�+ 1��'� ��0)&�+ . ����.��-�'(�

�)* ����'�* ���&����  )4 �������� �� χ2 =
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(f−Nn)2

Nn
0-�%& ��.�&(

/��1%��% ���� %&��. x4 ��.��-&�% �� �&��7%��3 � :��&���� -; /��1%�
��3 x◦ �� �%��&��-3 .%'�1��- ∆x6 x F x◦ +∆x� G'% %�&) .%�&��� ∆x
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 ��-& 0)&( ��+�%�) �/ -�'�.�"  ��� �/�!�� χ24 &�%� ∂χ2/∂xj = 06
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∑
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×
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∑
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2
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. �9K#
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∑
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∑

j

f ′′
ij ∆x◦

j − Nn − f◦
f◦

f ′
i


(

(f◦ −Nn) +
∑
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��&���% � %%& �%7%��%6

∆x1
p =

∑
i

(A−1
)
pi


−1

2

∑
jk

∑
n

f ′
i f ′′

jk

f◦
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���&% �&�1%���+ ��.�� p−�� ���� %&�� �������� ��  %&��- χ2
σn=

√Nn

 �8�� ��+&� -��%��%��% �� ���� 0'3 �& .)��8%��" �9=#6

〈∆xp〉 =
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∑
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∑
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∑
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∑
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���� %&�� �������� -��.�%��% �9C# ��%&6
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∑
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f

� �%/-'(&�&% �&�&��&�1%���* ,'-�&-�!�+ 1��'� ��0)&�+ . ����.��-�'(�
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j ∆x◦
k − 1

2

(
f◦ −Nn +

∑
j f ′

j∆x◦
j

)2

f◦

+
(
−
∑

j f ′
j ∆x◦

j

f◦
+

∑
j f ′′

ij ∆x◦
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. ��'-1%��)* .)7% ���&��7%��"* �-  ) �� ��&%���') �� �*% %6
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√
f �'%�-35� �0��/� 6
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,�� );� ���'% ��&%�����.���" $&� ��%& �%��&��)% �� 0���!�� ������
��1�)* �� ,������.���)*4 %�'� &���.)% � %3&�"# ���� %&��.� G&� �� �
0���!��  ��-& ���%�8�&( ���.��&%'(�� 0�'(7�% �'�  �')% 1��'�4 ���
��� %� (τω) ∼ 100 �'" $���%�� %�&� P�94 ��&��)+  ) 0-�% �0�-8��&(
. �'%�-35% ��/�%'%4 �� 1�5% .�%�� ��� ���"��� %����!)��

� �&'�1�% �& ���&��7%��+ �D=4DC#4 .&���% �'���% �% . -��.�%��� �D9#
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N
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• $&� .&���%4 � &��8% &�%&(%4 �'���% )% �&�-&�&.-3& . -��.�%��� �>J#
�'" ���&% �&�1%����� ��.��� ���� %&�� �������� �'"  %&���  ���
�� �'(���� ���.������0�"A

• . -��.�%��� �9E# �'" ��.��� �'"  %&��� χ2
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√
f
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• ���'-17� ".'"%&�"  %&��  ���� �'(���� ���.������0�"A
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√
f
'-17% 1% ��� &��� 8% ���"��� 1&� �#  %&�� χ2
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√Nn
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��� �������% .�% %����� �����%�%'%��" �������)* $'%�&����. . $���%�
�� %�&% �� �/ %�%��3 .%'�1��) g − 2  3��� . RST ,-��!�%+

G(t) = N◦e−t/τ [1 + A cos(ωt + φ)], �DI#

�������� ���	 
����� �����	 ����������  ������ ������� ������ ���������
��������� � ����
��������� 
���� ∆x/x ��� � ��
�������� 
���� ∆x�
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��  %&��- χ2
σn=

√
f
� �&�&��&�1%���% �.�+�&.� �����%�%'%��" �DI# �����0�

�� �/-1�'��( . ��7%+ ��%�)�-5%+ ��0�&% N>O� B)'� ��'-1%�� .)��8%��%
�'" �&�&��&�1%���* �7�0��4 . 1��&���&� �'" 1��&�&) ω6

σω =
√

2
τA

√
N

�DJ#

� 8% 0)'� ����/���4 1&� ��� ���0� .)0��% &�1�� ��1�'� �&�1%&� .�%�
 %��4 � � %��� &�� 1&�0) .�% " ��1�'� ���&����  ) 0)'� tstart = −τ 4
����%'"!��  %8�- ���� %&�� � ��1%/�3& � .�% ���� %&�) �&���."&�
�" �&�&��&�1%��� �%/�.��� ) �� G&� ��'(�� -���5�%& .)1��'%��" �4
. 1��&���&�4 ��/.�'"%& ����'(/�.�&( 0�'%% ����&�% -��.�%��% �D9# �'"
�!%��� ���&% �&�1%����� ��.��� ���� %&��. ���������

�)1��'� �� �% 0�'(7�%4 � � %��� .&���%4 �'���% �% . -��.�%���
�D9# �'" ∆ω/ω �'" �&�&��&��� . >  �''��� (N = 106) �������)* $'%��
&����.6

∆ω

ω
=

1
ω

σ2
ω

2

∑
n

1
G

∂G

∂ω
�=K#

≈ 1
2ω

( √
2

τA
√

N

)2
1
b

∫ Tmax

−τ

N◦e−t/τAt sin(ωt + φ)
N◦e−t/τ [1 + A cos(ωt + φ)]

dt

≈ 1
ωτ2ANb

∫ Tmax

−τ

t sin(ωt + φ) dt

=
1

ω3τ2ANb
[−ωt cos(ωt + φ) + sin(ωt + φ) ]

∣∣∣Tmax

−τ

∼ Tmax

ω2τ2ANb
≈ 1

A

8τ

b
ε2

1
N

= 20 × 430 × 1.2 · 10−4 × 10−6 ≈ 10−6 = 1 ppm ,

��% b = 0.15 µU − 7����� ����'�4 ε = (τω)−1 = 0.0108 � A = 0.4� �%�*��+
��%�%' ��&%�����.���" Tmax ∼ 8τ ���&.%&�&.-%&  ���� �'(�� - .�% %�
�� ��0��� �&�&��&��� . ���&����  %�

���'���� -��.�%��3 �DJ#4 �&�&��&�1%���" �7�0�� σω �'" &���+ �&��
&��&��� ���&�.'"%&

σω

ω
=

1

ω

√
2

τA
√

N
= 1.41 × 1.08 · 10−2 × 2.5 × 10−3 = 3.8 · 10−5 = 38 ppm  #&"

� /��1�& ���&% �&�1%���+ ��.�� 1��&�&) ω �-5%�&.%���  %�(7% 1% %%
�&�&��&�1%���" �7�0��4 Q �'" 0�'(7%+ �&�&��&��� $&�& ��.�� 0-�%& %5%

>E



 %�%% /� %&�) 4 &��� �&��7%��% ∆ω/σω ����%& ��� 1/
√

N � ������ %�'�
 ) � %% >  �''���� (N = 1012) ��0)&�+ � �� ���� �'�0� ���1��� 
*�&� 

• ��/�%'�&( .�3 �&�&��&��- ��4 ���8% 4 >KKK ��� %��� ��.�)* 1��
�&%+ �N = 106 . ��8��+#A

• ��%'�&( �%/�.��� -3 �������- �'" ��8��+ �/ $&�* 1��&%+ � /�&% 

• . ��1%�&.% ���%1���� �%/-'(&�&� �'" ω ./"&( ��%��%./.%7%���%4

&� . �&��%  ) ��'-1� &�& 8% ���&% �&�1%���+ ��.�� 1��&�&) > VVW
��� � . -��.�%��� �=K#4 �� &%�%�( $&�& ��.�� 0-�%& ������ ���"��� ��
�&�&��&�1%���+ �7�0��+ ./.%7%����� ��%��%��4 ��&���" . ����� �'-1�%
��.�� σω/ω = 38 ppm×√

109/1012 = 1.2 VVW� �1%.���� 1&� &���" ��&-��
!�" �%���% '� �� � �%�'(���&�4 ������4 $&� >KKK 1��&%+ .�"� '� 0-�-&
��'���&(3 ��%�&�1�)� � 1��&���&�4 ��1&� ��.%��"�� ��� 0-�-& � %&(
��/�)% ,�/) P�9 ��'%0���+ � ��$&� - �* ���&% �&�1%���% ��.��� 0-�-&
. 0�'(7�+ �&%�%�� ./�� �� �����5�&(�" ��� -��%��%��� � .%�� � ��'�
0%/#� ������6  �8�� '� ��'���&(3 ��'���&(�" �� ����0��% �����5%��% .
��%!�/����� $���%�� %�&% X

��������" .)7% ��&-�!�" �&�3�( �% ".'"%&�" 1��&� ����% �1%��� 
-���8�%��% � ��% . &� 8% $���%�� %�&% P�9 �&�&��&��� �%'�&�" �� 9K
�%/�.��� )* 1��&%+ �� 1��'- �% .��'�% ��%�&�1�)* �%&%�&���.4 . �.�3
�1%�%�( $&� 9K 1��&%+ �0)1�� �%'"&�" %5% �� C�>K 1��&%+ �� 1��'- ��-��
/�*���. � ����&���) � -�'�.�" � ���.%�%��" $���%�� %�&�� � �%��&��
�)* �'-1�"*4 . ����.�� . !%'"* �/-1%��" ���&% �&�1%���* $,,%��.4
�&�&��&��� �%'�&�" %5% ��'(7%4 ����� %�4 �� $�%���� �������)* $'%��
&����. �'� �� .�% %��) ��&%�.�'� � �������.�+ ,�/�+ ���%�%�&�)*
0%&�&����)* ��'%0���+ ��YZM[M\] ^M]Q][Y\ YU�_``Q]_Y\U4 aRb#� � �%/-'(&��
&%4 1��'� ��/0�%��+ �&�&��&��� �� :��� %��� �������.)%; 1��&�  �8%&
'%��� �%�%.�'�&( /� >KKK ��� ��'�� 1��'% ��0)&�+ . �%���'(��  �''��
����.�

�'" ���.�%��"  ) .)1��'� �%�.�% �'���% �% �'" ∆ω . -��.�%���
�D9#4 $&� �'���% �% ".'"%&�" �05� �'" .�%*  %&���. ��������4 ���� �&�
�%��)* .)7%� �'" &�+ 8% �� �+ �&�&��&��� . N = 106 �������)* $'%��

>H
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∆ω

ω
≈ 1

2ω

( √
2

τA
√

N

)4

× N∫∞
−τ

N◦e−t/τ [1 + A cos(ωt + φ)] dt
�=9#

×
∫ ∞

−τ

N◦e−t/τAt sin(ωt + φ) × N◦e−t/τAt2 cos(ωt + φ)
N◦e−t/τ [1 + A cos(ωt + φ)]

dt

≈ 1
ωτ4A2N

× 1∫∞
−τ

e−t/τ dt
×
∫ ∞

−τ

e−t/τ t3 sin 2(ωt + φ) dt

≈ 1
ωτ4A2N

× 1
eτ

× 1
2ω

[
−e−t/τ t3 cos 2(ωt + φ)

] ∣∣∣∣∞−τ
∼ 1

2ω2τ2A2N

=
ε2

2A2N
=

1.2 · 10−4

2 × 0.16 × 106
≈ 0.4 · 10−9 ≡ 0.4 ppb ,

1&� ��� %��� . 9CKK ��/  %�(7% 1% . -��.�%��� �=K#� �'" $���%�� %�&�
�� �/ %�%��3 P�9 $&� ��%�%0�%8� �  �'��

�'" &�%&(%�� �'���% ��� . -��.�%��� �D9# �'" ���&% �&�1%����� ��.��
��  ) �8���% &�& 8% ���"��� .%'�1��) 1&� � �'" �%�.���4 &�%� ∼ > VV^�

% ��&������ ����'��	� �������� �������	

�� χ2

��1%�&.� �������� �� χ2 ��� 8%'����  �8%& 0)&( -'-17%�� �� -��.�"
�������� ��  %&��-  ���� �'(���� ���.������0�"� ���0�'%% �1%.���)+
�����0 − $&� ��%'�&( �������- �� χ2

σn=
√Nn

� �� χ2
σn=

√
f
� �%/-'(&�&)

-��%���&( � ���.�'(�) � .%�� �� �����%&�� �'" p−�� ���� %&��6

xp =
2
3

(xp)σn=
√

f +
1
3

(xp)σn=
√Nn

. �=D#
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∆xp =
2
3

×

−1

2

∑
ijk

(A−1
)
pi

(A−1
)
jk

∑
n

f ′
i f ′′

jk

f◦

+
1
2

∑
i

(A−1
)
pi

∑
n

f ′
i

f◦
− 1

2

∑
ijk

(A−1
)
pi

(A−1
)
jk

∑
n

f ′
i f ′

j f ′
k

f2◦




+
1
3

×

−1

2

∑
ijk

(A−1
)
pi

(A−1
)
jk

∑
n

f ′
i f ′′

jk

f◦
−
∑

i

(A−1
)

pi

∑
n

f ′
i

f◦

+
∑
ijk

(A−1
)
pi

(A−1
)
jk

∑
n

f ′
i f ′

j f ′
k

f2◦




= −1
2

∑
ijk

(A−1
)
pi

(A−1
)
jk

∑
n

f ′
i f ′′

jk

f◦
, �==#

1&� ��.����%& �� ��.��� ��� �������% ��  %&��-  ���� �'(����
���.������0�"� ?� %&� 1&� ���'���1��" �� 0���!�" �� �* ,-��!�+
χ2

σn=
√Nn

� χ2
σn=

√
f
��%&

2
3

χ2
σn=

√
f +

1
3

χ2
σn=

√Nn
=
∑

n

2
3

(f −Nn)2

f
+

1
3

(f −Nn)2

Nn

=
∑

n

[
2
3

(
(f −Nn)2

Nn
− (f −Nn)3

N 2
n

+
(f −Nn)4

N 3
n

− ...

)

+
1
3

(f −Nn)2

Nn

]

=
∑

n

[
(f −Nn)2

Nn
− 2

3
(f −Nn)3

N 2
n

+
2
3

(f −Nn)4

N 3
n

− ...

]
�=C#

1&� ��.����%& � ��/'�8%��% . �"� ,-��!�� 2L . -��.�%��� �D# .
�.-* �%�.)*4 � ���0�'%% .�8�)*4 �'���% )*� ?� %&� 1&� ���&�%'(���
�&� χ2

σn=
√

f
� χ2

σn=
√Nn

��.����3& � 2L &�'(�� . ���� 4 �%�.� 4 �'���%�

 � � G&� ��.���& ��  )�'( � &� ���  �8�� -��.%�7%��&.�.�&( :�&���
���&�-3; �������- �� χ2 6 �-8��  ���,�!���.�&( ,-��!�3 χ2 &��� 
�0��/� 4 1&�0) ��� ��.����'� � ��/'�8%��% . �"� ,-��!�� 2L . �%��
.)* �.-* ��'� 0�'%%# �'���% )*� ��� �.�+�&.� 4 ����� %�4 �0'���%&

>J



,-��!�"4 ���&�"5�" ����&� �/ $&�* �.-* �'���% )*6

χ2
corr ≡

∑
n

(
(f −Nn)2

Nn
− 2

3
(f −Nn)3

N 2
n

)
�=E#

L) �0�/��1�'� $&- ,-��!�3 ��� χ2
corr4 &�%� :χ

2 �Y[[M�]Mc;� G&�& .��
����&4 ������4 &�%0-%& -�&���.�� ��.�+ ��� ���+�%+  %�% �'" ���%&�
defghiSjik# ���!%�-�) ��&� �/�!��� B�'%% ��� �/���+4 ��4 .�/ �8�
��4  %�%% ������'(�)+ .�����& − $&� χ2 � σ2

n = Nn × (f/Nn)2/3 6

χ2
σ2

n=Nn×(f/Nn)2/3 =
∑

n

(f −Nn)2

Nn

(
f

Nn

)−2/3

�=H#

=
∑

n

(f −Nn)2

Nn

(
1 +

f −Nn

Nn

)−2/3

≈
∑

n

[
(f −Nn)2

Nn
− 2

3
(f −Nn)3

N 2
n

+
5
6

(f −Nn)4

N 3
n

− ...

]
,

1&� &��8% ��.����%& � ��/'�8%��% . �"� ,-��!�� 2L . �%�.)* �.-*
�'���% )*�

� ���'�8%��"* i � ii  ) ����8% 1&�4 �%+�&.�&%'(��4 ���&% �&�1%�
���+ ��.�� ���� %&��. �������� �'" χ2

σ2
n=Nn×(f/Nn)2/3 � �'" χ2

corr ��'-�

1�%&�" &��� 8% ��� � ��.�� �'"  %&���  ���� �'(���� ���.������0�"4
&�%� ���0�'%% ��&� �'(�) �

( )���*���	�

� ���&�"5%+ ��0�&%  ) ���� �&�%'� ���&% �&�1%���+ ��.�� ���� %&��.
��� �������% $���%�� %�&�'(�)* ���&����  ��  %&��-  ���� �'(����
���.������0�" � �� �%���'(�� ��/��.�����&"  %&��� χ2� ?�%�(  )
���.��� ���&��+ �0/�� ��'-1%��)* �%/-'(&�&�. �'" ��/'�1�)*  %&��
��. �������� � ,-��!�+ ��&� �/�!��6

• ,-��!�" ���.������0�" L =
∑

n

(
Nn ln Nn

f + f −Nn

)
4 ��/�%' 9 6

$&�&  %&�� � %&��  ���� �'(���� ���.������0�"# ��%& ��� %�(7�+
��.�� ���� %&��.4 �� &�%0-%& .)1��'%��" '�����, �.4 1&� /� %��
'"%& ���!%�� ��&� �/�!��A
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• χ2
corr =

∑
n

(
(f−Nn)2

Nn
− 2

3
(f−Nn)3

N 2
n

)
4 ���'�8%��% i 6

��%& &���+ 8% ��.�� ���� %&��. ��� �  %&��  ���� �'(���� ���.�
������0�"4 �� &�%0-%& -�&���.�� ��.�+ ���!%�-�)  ��� �/�!��A

• χ2 � σ2
n = σ2

n(Nn, f) = Nn × (f/Nn)2/34 ���'�8%��% ii 6
��%& &���+ 8% ��.�� ���� %&��. ��� �  %&��  ���� �'(���� ���.���
����0�"4 �� &�%0-%& '�0� -�&���.�� ��.�+ ���!%�-�)  ��� �/�!��4
'�0� ����'(/�.���" �'%�-35%+ �&%��!����)+ ���!%�-�)6

C ���1�'�  ��� �/���.�&( χ2 � σ2
n = Nn � &% �� ) ��+&� /���

1%��% �������1��+ ,-��!�� . �%�.�+ �&%��!��6 f1 ≡ f(x1, tn)A

C /�&%  ��� �/���.�&( χ2 � σ2
n = σ2

n(Nn, f1) � ��+&� /��1%��%
�������1��+ ,-��!�� .� .&���+ �&%��!��6 f2 ≡ f(x2, tn)A

C /�&%  ��� �/���.�&( χ2 � σ2
n = σ2

n(Nn, f2) � ��+&� /��1%��%
�������1��+ ,-��!�� . &�%&(%+ �&%��!��6 f3 ≡ f(x3, tn)A

C �����'8�&( $&�& ���!%�� �� ��'��+ �*��� ��&� ���� %&��.
���������

��-��+ .�/ �8�)+ �%���&�&�� $&���  %&��� − .)1��'%��% �-0�1%�
���* ����%+4 1&� �0)1��  %�'%��%% �X# 1% - ��8%��%A

• χ2 � σn =
√

f 4 ��/�%' D 6
�&�����&�)+  %&�� �������� �'" $���%�� %�&� �� �/ %�%��3 P�
9  3���� �� ���.�%��3 �  %&���  ���� �'(���� ���.������0�"
��%& ��.�� ���� %&��. 0�'(7% . ∼ Nch ��/4 ��%Nch − 1��'� ����'�.
���&����  )� �%0-%& �&%��!�����+ ���!%�-�)4 ��������+ .)7%A

• χ2 � σn =
√Nn4 ��/�%' 9 6

��%& ��.�� ���� %&��. . 9 ��/� 0�'(7�+4 1% ��%& χ2 � σn =
√

f �
������4 �����'(�- $&� :.�%�� '�7(; . 9 ��/� �&�%� :&��� 8% ���"���;#4
. 0�'(7���&.% �'-1�%. %��  �8�� ��%���1%�&( χ2 � σn =

√
f &�� ���

�� �% &�%0-%& �&%��!�����+ ���!%�-�)A

• �� 0�����.���% �%/-'(&�&�.  ��� �/�!�� χ2 � σn =
√

f � χ2 �
σn =

√Nn 6

xp =
2
3

(xp)σn=
√

f +
1
3

(xp)σn=
√Nn

��%& &���+ 8% ��.�� ���� %&��. ��� �  %&��  ���� �'(���� ���.�
������0�"4 &�%0-%& �&%��!����)+ ���!%�-�)�
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+ ,�	�����	� - .

,������� �� χ2 � σ2
n = Nn × (f/Nn)

2/3

� �%/-'(&�&% �&�&��&�1%���* ,'-�&-�!�+ 1��'� ��0)&�+ . ����.��-�'(�

�)* ����'�* ���&����  )4 �������� �� χ2 =
∑

n
(f−Nn)2

Nn

(
f
Nn

)−2/3

0-�%&

��.�&( /��1%��% ���� %&��. x4 ��.��-&�% �� �&��7%��3 � :��&���� -;
/��1%��3 x◦ �� �%��&��-3 .%'�1��-∆x6 x F x◦+∆x� G'% %�&) .%�&���
∆x  ��-& 0)&( ��+�%�) �/ -�'�.�"  ��� �/�!��6

0 =
∂χ2

∂xj
= 2

�
n

f ′
j

�
f −Nn

Nn

�
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