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Аннотация

В работе представлен класс точных нелинейных решений систе-

мы уравнений Максвелла-Власова для бесстолкновительной плаз-

мы, обладающих спиральной симметрией. В пределе линейной тео-

рии примерами таких решений являются циркулярно поляризован-

ные электромагнитные волны, геликоны и альфвеновские волны

с волновым вектором, параллельным стационарному магнитному

полю, и с параметрами, зануляющими затухание Ландау. Рассмот-

рены случаи нерелятивистского и релятивистского уравнения Вла-

сова, а также система уравнений Прока-Власова. Представленные

решения могут быть полезным инструментом для задач, в кото-

рых волна и плазма находятся в состоянии близком к некоторому

нелинейному равновесию.

Non-linear spirally symmetric waves

Yu.A. Tsidulko, I.S. Chernoshtanov

Budker Institute for Nuclear Physics
630090, Novosibirsk, Russia

A class of precise non-linear spirally symmetric solutions of
Maxwell-Vlasov equations for collisionless neutral plasmas is presented.
In the linear theory limit, the examples of such solutions are the circu-
lar polarized electromagnetic waves, helicons and Alf’ven waves with
the wave vector parallel to a steady state uniform magnetic field and
with parameters providing zero Landau damping. The both sets of the
non-relativistic and relativistic Vlasov equations with the Maxwell’s
equations as well as Proca-Vlasov set are considered. The presented
solutions can be useful instrument for study of the processes, where the
wave and plasma are in a state close to some non-linear equilibrium.
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1 Введение

Предположение о высоком уровне симметрии часто помогает находить
точные нелинейные решения даже для таких сложных систем уравнений,
как уравнения Максвелла-Власова. Например, предположение о полной
трансляционной симметрии (в пространстве и времени) для функции
распределения и для электромагнитного поля позволяет получить общее
решение. Такое решение содержит произвольные функции двух парамет-
ров: скорости вдоль однородного магнитного поля и модуля поперечной
скорости. Выбор функций ограничен только требованием нейтральности
и отсутствием продольного тока. Конечно, никаких волн в таком триви-
альном примере не содержится.

Более содержательные результаты могут быть получены, если транс-
ляционную симметрию во времени и в одном из пространственных на-
правлений заменить спиральной симметрией. Такая симметрия предпо-
лагает, что смещение на любой 4-вектор {c∆t,∆r} приводит к повороту
векторных и тензорных величин (таких, как электрическое и магнитное
поле, моменты функции распределения1) на угол ∆ψ = ω∆t − k · ∆r

вокруг направления k, где {ω/c,k} есть некоторый фиксированный 4-
вектор. В линейной теории хорошо известными примерами таких ре-
шений являются циркулярно поляризованные электромагнитные волны,
геликоны и альфвеновские волны с волновым вектором, параллельным
стационарному магнитному полю.

В настоящей работе представлен класс точных нелинейных решений
системы уравнений Максвелла-Власова, обладающих такой симметрией.
Эти решения могут служить исходным базисом при изучении существен-
но нелинейных процессов, например, нелинейной стадии альфвеновской
ионно-циклотронной неустойчивости.

Известно, что движение заряженных частиц является точно интегри-
руемым, когда электрическое и магнитное поле обладают указанной вы-
ше симметрией. Есть ряд работ (например [1, 2, 3]), где такое движе-
ние подробно описано. Среди них наиболее полное гамильтоново описа-
ние дано в работе [3]. В настоящей работе мы приводим полный набор

1При этом не должны меняться скалярные величины, такие, как плотность и ска-
ляры, образованные путем свертки указанных векторов и тензоров.
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интегралов движения в рамках гамильтонова формализма в расширен-
ном фазовом пространстве [4] для нерелятивистского и релятивистского
случаев. Любые функции однозначных интегралов движения являются
точными решениями уравнения Власова. Таким образом, наша задача
заключается в том, чтобы отобрать среди них функции распределения,
порождающие именно те электромагнитные поля, которые использова-
лись при вычислении интегралов движения. Результат заключается в
том, что функция распределения для каждой компоненты плазмы есть
произвольная функция двух интегралов движения, а система из трех
замыкающих скалярных уравнений связывает некоторые интегралы от
выбранных функций и параметры волны.

Рассматриваемые решения равномерно заполняют инвариантные то-
ры, соответствующие интегралам движения. Поэтому в пределе линей-
ной теории эти решения соответствуют таким параметрам плазмы и вол-
ны, при которых затухание Ландау точно обращается в ноль. Можно на-
деяться, что представленные решения могут служить хорошим прибли-
жением для практически интересных задач, в которых волна и плазма
близки к некоторому нелинейному равновесию, а фазовое размешивание
происходит достаточно быстро.

Дальнейший порядок изложения следующий. В разделе 2 рассмотрен
случай с нерелятивистским уравнением Власова, а в подразделе 2.3 при-
ведено несколько конкретных примеров. В разделе 3 рассмотрен случай
с релятивистским уравнением Власова и приведен простейший пример.
Одной из задач этого раздела мы считаем определение искомых решений
в терминах релятивистски-инвариантных величин (хотя простой физи-
ческий смысл этих величин становится очевидным лишь в специальной
системе отсчета, где либо ω, либо k обращаются в ноль). В разделе 4
результаты распространены на систему уравнений Прока-Власова [7, 8]
для гипотетического случая конечной массы фотона. В заключении об-
суждается возможные пути применения результатов настоящей работы.

2 Нерелятивистское уравнение Власова

Векторный потенциал для полей, обладающих предполагаемой симмет-
рией, может быть выбран в следующей форме

A (t, r) = Λ + λ , Λ (r) ≡ B
2k

k × r , λ (t, r) ≡ A
(

ã cosψ + ˜̃a sinψ
)

, (1)
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где B и A – константы, ã и ˜̃a ≡ k × ã/k – постоянные единичные векто-
ра, ортогональные волновому вектору2 k , k ≡ |k| и ψ (t, r) ≡ ωt− k · r –
фаза волны. Для краткости записи мы будем использовать комплексный
вектор поляризации a ≡ ã + i˜̃a, для которого справедливы равенства
a ·k = 0, a ·a = 0 и a ·a∗ = 2. В этих терминах λ = ARe(ae−iψ). Скаляр-
ный потенциал ϕ предполагается равным нулю3. Векторному потенциалу
Λ соответствует однородное стационарное магнитное поле амплитуды B,
направленное вдоль k. Векторному потенциалу λ соответствуют ортого-
нальные к вектору k вращающиеся электрическое и магнитное поля с
однородным широм вдоль k.

Подстановка (1) в уравнение Максвелла ∇×∇×A+∂2
tA/c

2 = 4πj/c
дает следующее уравнение

(k2 − ω2/c2)ARe(ae−iψ) = 4πj/c . (2)

Плотность тока должна быть записана как j =
∑

s
qs
∫∞
−∞ vsfs d

3p, где

vs (t, r,p) ≡ (p − qsA/c)/ms есть скорость частицы, p - вектор обобщен-
ного импульса,ms и qs – масса и заряд частицы, c – скорость света. Сумма
выполняется по всем сортам частиц плазмы s = e, i, ... . Функция распре-
деления4 f (t, r,p) должна удовлетворять уравнению Власова df/dt ≡
∂tf + {f,H}r,p = 0, где гамильтониан есть H (t, r,p) = mv2 (t, r,p) /2 а
скобки {a, b}r,p ≡ ∂a

∂r · ∂b∂p − ∂a
∂p · ∂b∂r есть скобки Пуассона. Кроме того,

функции распределения должны удовлетворять условию нейтральности
∑

s
qs
∫∞
−∞ fs d

3p = 0, поскольку электрическое поле E = −∇ϕ − ∂tA/c в

нашем случае является бездивергентным.
Для того чтобы все моменты

∫∞
−∞(vαvβ ...vγ)f d

3p удовлетворяли
предполагаемой симметрии, функция распределения должна быть пред-
ставима в виде f (t, r,p) = f̃ (V ), где

V (v, ψ) ≡ k(v · k)/k2 + Re(a(v · a∗)eiψ) (3)

есть “спиральная” комбинация векторов v, r и времени.
Вектор импульса в терминах скорости V принимает вид

p = mk(V · k)/k2 +mRe(a(V · a∗)e−iψ) + qA/c ,

2Здесь для простоты мы предполагаем k 6= 0. Случай с k = 0 может быть получен
из релятивистской версии.

3Важным дополнением предполагаемой симметрии (использованным и в работах
[1, 2, 3]) является отсутствие электрического поля параллельного вектору k. В про-
тивном случае движение частиц перестает быть точно интегрируемым (если B 6= 0).
Случай с B = 0 и E · k 6= 0 будет рассмотрен в отдельной работе.

4Мы опускаем индекс сорта частиц s там, где это не мешает пониманию.
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и уравнение (2) может быть переписано в форме, не содержащей фазу
волны:

(k2 − ω2/c2)A ã =
∑

s

4πqsm
3
s

c

∞
∫

−∞

V f̃s d
3V . (4)

2.1 Интегралы движения

Мы используем расширенное фазовое пространство [4], с координатами
{rα} = {ct, r} и импульсами {Pα} = {−E/c,p}, где энергия E есть значе-
ние (переменное, в общем случае) гамильтониана H вдоль траектории и
α = 0, 1, 2, 3. В таком гамильтоновом формализме роль “времени” играет
дополнительный параметр τ , который явно не участвует в гамильтониане
расширенного фазового пространства H = H − E.

Для того чтобы выбрать функции распределения, удовлетворяющие
уравнению Власова, мы используем каноническое преобразование к но-
вому набору обобщенных импульсов {Pα} ≡ {J,K,L,M} и координат
{Qα} ≡ {T ,Ψ,Φ,Θ}, компоненты которых определены следующим обра-
зом

J ≡ (E − ωK)
1

kc
, T ≡ −kct ,

K ≡ p · k
k2

, Ψ ≡ arg (p−) − ψ ,

L ≡
( |p−|2

2m
+ ΩK

) 1

kc
, Φ ≡ arg

(

p+

p−

)

kc

Ω
,

M ≡ k

k
· (r × p) −K , Θ ≡ arg (p+) ,

(5)

где Ω ≡ qB/(mc) – циклотронная частота и p± – обозначение для
комплексных выражений p± ≡ (p ± qΛ/c) · a. Эти переменные удо-
влетворяют условиям каноничности {Qα, Qβ}r,P = {Pα,Pβ}r,P = 0 и
{Qα,Pβ}r,P = δαβ , где {a, b}r,P ≡ ∂a

∂rα
∂b
∂Pα

− ∂a
∂Pα

∂b
∂rα есть 4-мерные скоб-

ки Пуассона. В новых переменных гамильтониан расширенного фазового
пространства есть

H =
k2K2

2m
+

1

2m

∣

∣

∣

√

2m(kcL− ΩK)eiΨ − qA/c
∣

∣

∣

2

− kcJ − ωK . (6)

Он зависит только от следующего набора переменных {J,K,L,Ψ}. Сле-
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довательно, обобщенные импульсы J , L, M и координата5 Θ есть инте-
гралы движения (помимо тривиального H = 0). Заметим, что |p+|2 =
2m(kcL + ΩM), поэтому выражения Re(p+) = |p+| cosΘ и Im(p+) =
|p+| sin Θ являются однозначными интегралами движения.

В терминах теоремы Нетер интеграл J соответствует вращению с
трансляцией во времени, а интеграл M соответствует вращению с транс-
ляцией вдоль k. Интегралы Re(p+) и Im(p+) соответствуют трансляци-
ям поперек k.

Поскольку гамильтониан (6) фактически является одномерным га-
мильтонианом для пары {K,Ψ}, три оставшиеся интеграла движения мо-
гут быть получены стандартным путем перехода к переменным действие-
угол. Нужно выразить гамильтониан в терминах адиабатического инва-
рианта IK (H, J, L) ≡

∮

K dΨ/(2π), то есть H = H̃ (IK , J, L). Затем, ис-
пользуя каноническое преобразование перехода к переменным действие-
угол, найти остальные интегралы движения: iK ≡ ΨK + T ΩK/(kc),
iL ≡ ΨL+T ΩL/(kc) и iJ ≡ T +kcτ (явные выражения для этих интегра-
лов нам не понадобятся). Здесь частоты равны ΩJ = −kc, ΩK ≡ ∂H̃/∂IK ,
ΩL ≡ ∂H̃/∂L, а углы ΨK,L являются переменными, канонически сопря-
женными с IK и L. Однозначная переменная T остается сопряженной
с J , поскольку J участвует в H линейно с постоянным коэффициентом
−kc.

Теперь любая функция переменных расширенного формализма мо-
жет быть представлена, как функция восьми интегралов движения и
параметра τ . В переменных (5) “спиральная” скорость (3) равна

V =
1

m

{

kK + Re(ae−iΨ)
√

2m(kcL− ΩK) − ãqA/c
}

(7)

и зависит только от набора ξ ≡ {K,L,Ψ}. А будучи выраженной в тер-
минах интегралов движения, скорость V содержит J , L, H и зависящую
от τ комбинацию ΨK (τ) = iK − iJΩK/(kc) + ΩKτ .

2.2 Замыкающие уравнения

Уравнение Власова для расширенного пространства есть 6 {f,H}r,P = 0
при H = 0. Его общее решение есть произвольная функция шести од-
нозначных τ -независимых интегралов движения J , L, Re(p+), Im(p+)

5Факт, что угол Θ является интегралом движения, означает вырождение, анало-
гичное тому, которое имеет место в задачах движения заряженной частицы в одно-
родном магнитном поле или в кулоновском электрическом поле [5].

6Другими словами, функция f должна удовлетворять уравнениям df/dτ = 0 и
∂f/∂τ = 0 на “поверности” H = 0.
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и, например, cos iK , cos iL. Но два и только два из них могут быть вы-
ражены на “поверности” H = 0 через компоненты скорости V , а имен-

но, J = mV
kc ·

(

V
2 − ωk

k2

)

и L =
|mV ·a+qA/c|2

2mkc + mΩV ·k
k3c . Следовательно,

любая функция вида f = F (J, L) удовлетворяет одновременно уравне-
нию Власова и условиям предполагаемой симметрии. Требование, чтобы
функция распределения была функцией только от J и L в окрестностях
точек “поверности” H = 0, является не только достаточным, но и необхо-
димым. Действительно, функция f̃ (V (J, L,H,ΨK)) должна содержать
только такие комбинации компонент скорости V , которые исключают
ΨK (τ) в некой окрестности любой точки, принадлежащей “поверности”
H = 0.

Здесь нужно сделать важное замечание. Пересечение “поверностей”
H = 0, J = const и L = const не всегда является односвязным. А именно,
когда обобщенный импульс L достаточно большой, L > Lc, существует
диапазон J− (L) < J < J+ (L), где кривая K (Ψ)|J,L=const,H=0 состоит из
двух несвязных частей. Нижнее значение J− соответствует сепаратри-
се, которая отделяет частицы, захваченные волной, от частиц, отстаю-
щих и опережающих волну [3]. В этом диапазоне, вместо общей функции
F (J, L) может быть использована функция с двумя ветвями на H = 0:

F (J,K,L) =

{

F1 (J, L) для K < Kd (L) ,
F2 (J, L) для K > Kd (L) .

(8)

Разрыв этой функции по K лежит вне “поверхности” H = 0, поэтому (8)
также есть решение уравнения Власова в указанной области. В примере 3
раздела 2.3 приведены формулы (23–26), определяющие края области Lc,
J± (L) и Kd (L).

Теперь уравнение (4) может быть переписано в терминах набора
ξ = {K,L,Ψ}:

(k2 − ω2/c2)A ã =
∑

s

4πqsm
3
sc

2Îs (V (ξ)) , (9)

где использован следующий интегральный оператор

Îs (G) ≡ k2

m2c2

∫

d3ξ GFs (J, L)

∣

∣

∣

∣

H=0

. (10)

Область интегрирования здесь определяется соотношениями (5). Более
удобная форма этого оператора приведена в разделе 2.3. Кроме того, мы
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определяем процедуру усреднения 〈G〉s ≡ Îs (G) /Îs (1). Теперь, проек-
ции уравнения (9) и условие нейтральности дают искомые замыкающие
уравнения:

∑

s

qsns = 0 ,
∑

s

qsns
〈

v‖s
〉

s
= 0 , (11)

(k2 − ω2/c2)A =
4π

c

∑

s

qsns 〈vλs〉s , (12)

где ns ≡ m3
sc

3Îs (1) – плотность частиц сорта s, а

v‖s ≡
k

ms
K , vλs ≡

√

2

ms
(kcL− ΩsK) cosΨ − qsA

msc
(13)

– проекции скорости частиц на вектора k и λ, соответственно. Фи-
зический смысл замыкающих уравнений (11,12) совершенно очевиден.
Они могли быть записаны сразу без всяких вычислений. Весь фокус, в
этом смысле, заключается в том, чтобы правильно определить процедуру
усреднения в них.

В общем случае, получаемые решения соответствуют ненулевому
среднему импульсу плазмы в выбранной системе отсчета. Часто удобно
предполагать, что выбранная система отсчета является системой покоя
плазмы. Приравнивая плотность импульса плазмы, усредненную по фазе
волны, к нулю, получаем очевидное условие этого соответствия:

∑

s

msns
〈

v‖s
〉

s
= 0 . (14)

Наконец заметим, что наш выбор переменных (5), конечно, не яв-
ляется единственным. Любая производящая функция вида φJ (J, L) T̃ +
φK (J,K,L) Ψ̃+φL (J, L) Φ̃+φM (J, L,M) Θ̃ дает подходящий набор пере-
менных. В частности, производящая функция (Lkc/Ω −K)Ψ̃ + LΦ̃ дает
преобразование к переменным, в которых гамильтониан имеет вид рабо-
ты [3], а именно, H = C1µ

2 + I1µ + C2
√
µ cos Ψ̃ + I2, где µ ≡ Lkc/Ω −K,

величины C1,2 – константы, и I1,2 – интегралы движения. Наш выбор
был продиктован простотой рассмотрения пределов A → 0 и B → 0.

2.3 Конкретные примеры

Для практического использования удобно в процедуре усреднения вер-
нуться к переменным, связанным с компонентами скорости частиц. Под-
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становка

J =
mc

2k
(x̃2 + ỹ2 + z̃2) − mω

k2
z̃ , K =

mc

k
z̃ ,

L =
mc

2k

{

(

x̃+ Ã
)2

+ ỹ2

}

+
mΩ

k2
z̃ ,

Ψ = arg
(

x̃+ Ã+ iỹ
)

, Ã ≡ qA
mc2

(15)

приводит к следующей форме оператора (10),

Î (G) =

∞
∫

−∞

GF dx̃ dỹ dz̃ , (16)

где аргументы функций G (ξ) и F (J, L) выражены согласно (15). В этих
переменных v‖ = cz̃ и vλ = cx̃.

В приведенных ниже примерах предполагается, что плазма состоит
из электронов с зарядом qe = −e < 0 и однозарядных ионов с qi = e.
Тогда уравнения (11,12,14) сводятся к следующим

ni = ne = n , 〈z̃i〉i = 〈z̃e〉e = 0 , (17)

(k2 − ω2/c2)A = 4πne (〈x̃i〉i − 〈x̃e〉e) . (18)

Кроме того, для упрощения записи неравенств будем полагать B ≥ 0.
Пример 1. B > 0. Выбираем функции распределения в виде функций

от линейной комбинации J и L, то есть Fs (J, L) = F̆s (αsJ + βsL), где
F̆s (x) – любая неотрицательная функция, интегрируемая в смысле (16)
с G = 1, x̃, z̃. Уравнение 〈z̃s〉s = 0 дает связь параметров с частотой

βs/αs = ω/Ωs (19)

и определяет среднее 〈x̃s〉s = −Ãs/(1 + Ωs/ω). Уравнение (18) дает соот-
ношение

k2c2 = ω2 −
ω2
pi

1 + Ωi/ω
−

ω2
pe

1 + Ωe/ω
, (20)

где ωps ≡
√

4πne2/ms – плазменные частоты. Это соотношение совпадает
с дисперсионным соотношением7 линейной теории для холодной плазмы

7Это дисперсионное соотношение содержит две альфвеновские ветви и две элек-
тромагнитные. Диапазон частот −Ωi < ω < 0 соответствует альфвеновской волне с
вращением поля в сторону циклотронного вращения ионов. Диапазон 0 < ω < −Ωe

соответствует альфвеновской волне (геликону) с вращением поля в электронную сто-
рону. Диапазоны ω < ω

−
< −Ωi и ω > ω+ > −Ωe соответствуют электромагнитным

волнам с левым и правым вращением.
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в случае k × B0 = 0. В нашем примере “дисперсионное соотношение”
остается справедливым для любой функции F̆s (x) и сколь угодно боль-
шой амплитуды A, но теперь частота связана с параметрами функции
распределения соотношением (19). Соотношение (19) совпадает с усло-
вием зануления затухания Ландау в линейной теории для “нехолодной”
плазмы.

Для интегрируемости F̆s в смысле (16) необходимо выполнение нера-
венства 1 + βs/αs > 0. Следовательно, в настоящем примере частота
ω = Ωsβs/αs с необходимостью ограничена диапазоном альфвеновских
ветвей −Ωi < ω < −Ωe.

Если выбрать F̆s (x) ∝ exp (−kc x), тогда распределения являются
двухтемпературными сдвинутыми распределениями Максвелла со спи-
рально распределенным сдвигом вдоль λ и с температурами T‖s = 1/αs
и T⊥s = 1/(αs + βs). Соотношение (19) требует наличия анизотропии
T⊥s/T‖s = 1/(1 + ω/Ωs) для отсутствия затухания Ландау.

Пример 2. Все также, как в предыдущем примере 1, но B = 0. Урав-
нение 〈z̃s〉s = 0 дает ω = 0, но теперь нет соотношения между αs и βs.
Квадрат волнового вектора равен

k2 =
ω2
pi

c2

(

T⊥i
T‖i

− 1

)

+
ω2
pe

c2

(

T⊥e
T‖e

− 1

)

, (21)

где опять использованы обозначения T‖s = 1/αs и T⊥s = 1/(αs + βs).
Поле такой ”волны” есть постоянное магнитное поле с прямыми силовы-
ми линиями и однородным широм. Для наличия тока, создающего шир,
необходим сдвиг функций распределения вдоль λ, а фазовое размешива-
ние по поверхностям постоянных интегралов движения приводит к связи
этого сдвига ∝ A(T⊥/T‖ − 1) с анизотропией.

Пример 3. B > 0. Ионная функция распределения выбрана в
виде линейной комбинации ”двухтемпературного” распределе-
ния F̆i (αiJ + βiL) и распределения пучка Fb ∝ δ(L− L0)δ(J − J0),
где δ (x) есть δ-функция Дирака. Электронная функция распределения
предполагается ”двухтемпературной”: F̆e (αeJ + βeL).

Согласно выражениям (15), пучковое распределение локализовано на
эквипотенциальной линии потенциала

U (x̃, ỹ) =
{

(x̃ + Ã)2 + ỹ2 − L0

}2

+ 4Ω̃2(x̃2 + ỹ2) , (22)

где L0 ≡ 2L0k/(mc) − 2ω̃Ω̃, Ω̃ ≡ Ωi/(kc) и ω̃ ≡ ω/(kc). Этот потен-
циал имеет один глобальный минимум в точке {x̃, ỹ} = {0, x̃b}, кото-
рую будем называть дном. Единственный параметр, который определяет
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Рис. 1. Типичная форма потенциала U (x̃, ỹ). Точки экстремумов: 1 –
дно, 2 – локальный максимум, 3 – седловая точка. Значение параметра
Π, определяющего форму потенциал, здесь равно Π = 52/3.

форму потенциала U есть Π ≡ L0/Ω̃
2−2

3(Ã2/Ω̃2)1/3
. Если выполнено неравенство

Π < 1, то потенциал монотонно растет во всех направлениях от точки
дна. В противном случае потенциал имеет два дополнительных экстрему-
ма: локальный максимум и седловую точку (см. Рис.1). Эквипотенциаль,
проходящая через седловую точку, является сепаратрисой, отделяющей
захваченные (или “резонансные”) траектории (ниже седловой точки на
Рис.1) от отстающих (вокруг максимума выше седловой точки) и опере-
жающих волну (эквипотенциали выше седловой точки на ”внешней стен-
ке” Рис.1). Детали поведения отдельных частиц хорошо описаны в [2, 3].

Далее для удобства параметризации мы будем использовать величи-
ны χ ≡ x̃/Ã + 1 и χb ≡ x̃b/Ã + 1, где x̃b есть действительный корень
уравнения ∂x̃U (x̃, 0) = 0. Неравенство χb > 0 есть условие того, что x̃b
соответствует именно дну (а не другим экстремумам). В этих обозначе-
ниях величина L0 есть

L0 =
mcΩ̃2

k

(

1 +
ω̃

Ω̃
− 1

χb
+
w2χ2

b

2

)

, (23)

где w ≡ kA/B – нормализованная амплитуда волны. Седловая точка
возникает, когда χb > 2/(w2)1/3. Следовательно,

Lc =
mcΩ̃2

k

(

1 +
ω̃

Ω̃
+

3

2
(w2)1/3

)

. (24)
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есть упомянутое в разделе 2.2 критическое значение L. Величина K в
седловой точке

Kd =
mcΩ̃

k

{

1 +
ω̃

Ω̃
+
w2χ2

b

4

(

1 −
√

1 − 8

w2χ3
b

)}

(25)

вместе с (23) и неравенством χb > 2/(w2)1/3 однозначно определяют
функцию позиции разрыва Kd (L0) для формулы (8). Аналогично, края
области J , где существуют ”отстающие” траектории,

J± =
mcΩ̃2

2k

{

1 − 2

χb
− ω̃2

Ω̃2
+ w2

(

1 +
χb
2

+ χ2
b

)

+

+
w4χ4

b

8

(

1 ±
(

1 − 8

w2χ3
b

)3/2
)}

(26)

определяют упомянутые выше функции J± (L0).
Случай с произвольными J0, L0 довольно громоздкий, и мы рассмат-

риваем только два частных случая, когда пучок заселяет либо точку
дна, либо локальный максимум. В последнем случае вместо однознач-
ной функции F (J, L) для пучка используется двузначная функция (8)
с F1 (J, L) = 0, что означает отсутствие “опережающих” ионов в пучке.

Уравнение 〈z̃〉i = 0 фиксирует значение χb, а именно, χb = 1/Z для
случая заселенного дна, и

χb = − 1

2Z

(

1 +

√

1 − 8Z3

w2

)

(27)

для случая заселенного максимума. Здесь использовано обозначение

Z ≡ T‖i
T⊥i

+
n

nb

(

1 +
ω̃

Ω̃
− T‖i
T⊥i

)

, (28)

где T‖s ≡ 1/αs, T⊥s ≡ 1/(αs+βs) – “температуры” и nb – плотность пучка.
Параметры должны быть такими, чтобы выполнялось неравенство Z >
0 для случая заселенного дна и Z < −(w2)1/3 для случая заселенного
максимума. Полученное значение χb фиксирует точку пучка {J0, L0}, а
именно,

L0 =
micΩ̃

2

k

(

1 + ω̃/Ω̃ − 1/χb + w2χ2
b/2
)

(29)
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и

J0 =
micΩ̃

2

2k

{

(

1 − 1/χb + w2(χ2
b − χ2)/2

)2
+ w2(χ− 1)2 − ω̃2/Ω̃2

}

, (30)

где величина χ должна быть заменена на χb в случае заселенного дна и

на χm = (χb/2)
(

√

1 − 8/(w2χ3
b) − 1

)

в случае заселенного максимума.

Уравнение 〈z̃〉e = 0 дает связь ω = Ωe
(

T‖e/T⊥e − 1
)

. Наконец, урав-
нение (18) дает “дисперсионное соотношение”

k2c2 = ω2 + ω2
pi

(

T⊥i
T‖i

− 1

)

+ ω2
pi

nb
n

(

1

Z
− T⊥i
T‖i

)

+ ω2
pe

(

T⊥e
T‖e

− 1

)

, (31)

справедливое для обоих случаев заселенного дна и максимума. В отли-
чие от примера 1, благодаря “пучковой” добавке, ионные и электронные
“температуры” не связаны между собой. (Предел nb → 0 соответсвует
J0 → ∞ и |L0| → ∞, если эта связь не наложена.) Поэтому “дисперси-
онное соотношение” может соответствовать либо альфвеновским, либо
электромагнитным ветвям. Например в случае T⊥i = T‖i, если выполне-

но неравенство
T‖e

T⊥e
< 1+menb

min
, то пучок заселяет дно и фазовая скорость

волны |ω|/k < c, что соответствует альфвеновским ветвям. И наоборот,

если выполнено неравенство
T‖e

T⊥e
> 1 + menb

min

(

1 + (w2)1/3
)

то пучок засе-
ляет максимум и фазовая скорость волны |ω|/k > c, что соответствует
электромагнитным ветвям.

Пример 4. B > 0. Функцию распределения ионов выбираем в виде

Fi ∝
{

1 + (kcL/TL)
2
}

exp (−kc J/Ti). Электронная функция распределе-

ния – “двухтемпературная”: F̆e
(

J/T‖e + (1/T⊥e − 1/T‖e)L
)

.
Уравнение 〈z̃〉i = 0 определяет параметр TL:

T 2
L = −T 2

i

{

2 + 4W +W 2 + 2(1 +W )(1 + τ)/ω̆ + τ(3 + τ)/ω̆2
}

, (32)

где ω̆ ≡ ω/Ωi, τ ≡ miω
2/(Tik

2) и W ≡ e2A2/(2mic
2Ti). Уравнение

〈z̃〉e = 0 требует T‖e/T⊥e = 1 − ω̆ me/mi. Уравнение (18) дает “дисперси-
онное соотношение”

k2c2 = Ω2
i ω̆

2 −
ω2
piω̆

2

τ + (1 +W )ω̆
+

ω2
piω̆

2

mi/me − ω̆
. (33)

Правые части уравнений (32,33) положительны, если параметры ω̆ и τ
находятся в областях

− 1+W
1+2W+W 2/2 < ω̆ < 0 & 0 < τ < τ+ для 0 < W < 2 +

√
6,

1+W−
√

10+20W+W 2

2(1+2W ) < ω̆ < 0 & max (0, τ−) < τ < τ+ для W > 2 +
√

6, (34)
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где τ± ≡ −3/2− ω̆(1 +W ) ±
√

9/4 + ω̆(1 +W ) − ω̆2(1 + 2W ).
Этот и следующий примеры демонстрируют “дисперсионное соотно-

шение”, которое зависит от амплитуды волны явно.
Пример 5. Все также, как в предыдущем примере 4, но B = 0. Урав-

нение 〈z̃〉s = 0 дает ω = 0, и квадрат вектора “шира” равен

k2 =
2(2 +W )ω2

pi/c
2

2 + (TL/Ti)2 + 4W +W 2
+
ω2
pe

c2

(

T⊥e
T‖e

− 1

)

. (35)

3 Релятивистское уравнение Власова

Релятивистское уравнение Власова можно записать в виде {F , H̆}r,P̆ = 0,

где функция распределения F и гамильтониан H̆ являются функциями
четырех координат {rα} ≡ {ct, x, y, z} и четырех обобщенных импуль-
сов {P̆α} ≡ {−Ĕ/c,p}. Здесь Ĕ есть значение традиционного реляти-
вистского гамильтониана [6] H̆ =

√

m2c4 + c2(p − qA/c)2) + qϕ. Скобки
Пуассона означают {a, b}r,P̆ ≡ ∂a

∂rα
∂b
∂P̆α

− ∂a
∂P̆α

∂b
∂rα . В общем случае, в ка-

честве гамильтониана для расширенного фазового пространства может
быть использована любая функция H̆(r, P̆ ), которая обращается в ноль
на “поверхности” H̆ = Ĕ и имеет ненулевую производную ∂H̆/∂P̆0, Мы
используем гамильтониан, который может быть записан в релятивистски
инвариантной форме:

H̆(r, P̆ ) =
mc2

2
(1 − uαu

α) , (36)

uα(r, P̆ ) ≡ 1

mc

(

pα − q

c
Aα (r)

)

, pα(P̆ ) ≡ −gαβP̆β ,

где {Aα} = {ϕ,A} есть 4-мерный векторный потенциал. Предполага-
ется, что метрический тензор имеет следующие ненулевые компоненты
g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1. Гамильтониану (36) соответствуют
уравнения движения drα/dτ = ∂H̆/∂P̆α = uα и dP̆α/dτ = −∂H̆/∂rα,
где τ = s/c играет роль параметра “времени”, а s есть интервал (ds2 =
drαdr

α). Эти уравнения должны решаться на ветви 7-мерной двухлист-
ной “поверхности” H̆ = 0, на которой выполняется условие u0 > 0.
(Величина sign

(

u0
)

является релятивистским инвариантом, посколь-
ку 4-вектор безразмерной скорости uα имеет положительный квадрат
uαuα = 1.) Разделив эти уравнения на первое из них dr0/dτ = ∂H̆/∂P̆0,
легко убедиться, что они эквивалентны уравнениям движения, следу-
ющим из традиционного релятивистского гамильтониана. Заметим, что
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укороченное уравнение Гамильтона-Якоби (∂αS+qAα/c)(∂
αS+qAα/c) =

m2c2, соответствующее гамильтониану (36), на поверхности H̆ = 0 сов-
падает с традиционным полным уравнением Гамильтона-Якоби. Исполь-
зование расширенного фазового пространства и гамильтониана в форме
(36) позволяет делать необходимые канонические преобразования, “пере-
путывающие” все восемь переменных t,r,Ĕ ,p и сохраняющие релятивист-
ски инвариантную форму уравнений.

Функция распределения F определяет 4-вектор плотности электри-
ческого тока {jα} = {cρ, j}:

jα =
∑

s

qs

∫

u0>0

cuαFs δ(H̆s/c) d
4P . (37)

3.1 Векторный потенциал

Для построения векторного потенциала в произвольной системе Минков-
ского определяем набор из четырех постоянных, взаимно ортогональ-
ных 4-векторов: kα, ãα, ˜̃aα и bα. Здесь {kα} = {ω/c,k} есть волновой
4-вектор с kαkα 6= 0. Четырех-векторы {ãα} = {ã0, ã} и {˜̃aα} = {˜̃a0, ˜̃a}
определяют поляризацию волны. Их квадраты предполагаются равными
ãαã

α = ˜̃aα˜̃aα = −1. Последний 4-вектор {bα} = {b0, b} определяется как
bα = ǫαβγµãβ ˜̃aγkµκ/(kνk

ν), где κ ≡
√

|kαkα| =
√

|ω2/c2 − k2| и ǫαβγµ –
полностью антисимметричный псевдотензор с ǫ0123 = 1. Взаимная орто-
гональность векторов означает kαã

α = kα˜̃aα = kαb
α = ãα˜̃aα = ãαb

α =
˜̃aαb

α = 0. Заметим, что среди любых четырех 4-векторов с ненулевыми
квадратами один и только один из них имеет положительный квадрат.
Мы рассматриваем только два случая8, σ ≡ sign (kαk

α) = −bαbα = ±1.
Случай с σ = −1 соответствует альфвеновским волнам и геликонам
в линейной теории, а случай с σ = 1 – электромагнитным волнам. В
обоих случаях существует “специальная” система отсчета. В случае с
σ = −1 “специальной” системой будем считать систему волны, где b = 0
и k0 = ω/c = 0, то есть в этой системе ничего не зависит от времени. В
случае с σ = 1 “специальной” системой будем называть систему отсчета,
где b0 = 0 и k = 0, то есть в ней ничего не зависит от пространствен-
ных координат. Для краткости записи мы будем использовать комплекс-
ный 4-вектор поляризации aα ≡ ãα + i˜̃aα удовлетворяющий равенствам
aαaα = 0 и aαa∗α = −2.

8В двух других случаях, ãαãα = 1 и ˜̃aα
˜̃aα = 1, не существует системы отсчета, где

поля обладают спиральной симметрией.
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Теперь мы записываем векторный потенциал в следующем виде

Aα (r) = Λα + λα , Λα (r) ≡ B
2κ
ǫαβγµrβkγbµ , λ

α (r) ≡ ARe(aαe−iψ) , (38)

где ψ (r) ≡ kαr
α – фаза волны, а B и A – константы. Подстановка такого

векторного потенциала в уравнение Максвелла c∂β(∂βAα−∂αAβ) = 4πjα

дает

−kβkβcARe(aαe−iψ) = 4πjα . (39)

Далее мы ищем функцию распределения в виде F(r, P̆ ) = F̃ (U), где
4-вектор U имеет следующие компоненты

Uα(r, P̆ ) ≡ χαβu
β , χαβ ≡ bαbβ

bγbγ
+
kαkβ
kγkγ

−Re(aαa∗βe
iψ) . (40)

Матрица χαβ является ортогональной в смысле χα
γχαβ = χβ

αχγα =
δγβ . Она имеет собственные векторы: kα, bα, aα, a∗α, соответствующие
собственным значениям: 1, 1, eiψ и e−iψ. Якобиан преобразования от u
к U равен единице и uαuα = UαU

α. Используя (37,39,40), переписываем
(39) в форме, не содержащей ψ:

−kβkβAãα = 4πc
∑

s

(msc)
4qs

∫

UαF̃s (U) δ(H̆s) d
4U . (41)

3.2 Интегралы движения

Мы производим каноническое преобразование к набору обобщенных им-
пульсов {P̆ζ} ≡ {J̆ , K̆, L̆, M̆} и координат {Q̆ζ} ≡ {T̆ , Ψ̆, Φ̆, Θ̆}, компонен-
ты которых определены следующим образом:

J̆ ≡ − P̆αb
α

bβbβκ
, T̆ ≡ −bαrακ ,

K̆ ≡ −k
αP̆α
kβkβ

, Ψ̆ ≡ arg (P̆−) − ψ ,

L̆ ≡

∣

∣

∣
P̆−
∣

∣

∣

2

2mκc
+

Ω

κc
K̆ , Φ̆ ≡ κc

Ω
arg

(

P̆+

P̆−

)

,

M̆ ≡ − 1

κ
ǫαβγµrαP̆βkγbµ − K̆ , Θ̆ ≡ arg (P̆+) ,

(42)
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где P̆± ≡ −(−P̆α ± qΛα/c)a
α (выбор знаков здесь продиктован соответ-

ствием с обозначениями раздела 2.1).
Гамильтониан (36) в новых переменных равен

H̆ =
1

2m

{

m2c2 +

∣

∣

∣

∣

√

2m(κcL̆− ΩK̆)eiΨ̆ − qA/c
∣

∣

∣

∣

2

+ σκ2
(

J̆2 − K̆2
)

}

. (43)

Он зависит только от набора9 {ξζ} = {J̆ , K̆, L̆, Ψ̆}. Следовательно, 4-
скаляры J̆ , L̆, M̆ и Θ̆ – интегралы движения. Остальные интегралы могут
быть найдены также, как описано в разделе 2.1.

Для того чтобы сравнить нерелятивистский и релятивистский фор-
мализм, нужно предположить следующее соответствие: {P̆0, P̆1, P̆2, P̆3} =
{P0 −mc, P1, P2, P3}. Тогда производящая функция

J̆

{

T κ
2

k2
− σω

kc

(

Ψ + Φ
Ω

kc
− Θ

)}

− T mc
k

+ K̆Ψ + L̆Φ
κ

k
+ M̆Θ (44)

дает связь между переменными (5) и (42) в системе отсчета, где a0 = 0
и (ã × ˜̃a) · k > 0. Разница между нерелятивистским и релятивист-
ским гамильтонианами, записанными в одинаковых переменных, равна

H− H̆ = (E−qϕ)2

2mc2 = (kcJ+ωK)2

2mc2 = (ωK̆−σkcJ̆−mc2)2
2mc2 . Именно она определяет

различие в динамике частиц. Кроме того, отметим, что релятивистский
гамильтониан тоже можно привести к виду работы [3], если использовать
производящую функцию (L̆κc/Ω − K̆)Ψ̃ + L̆Φ̃.

Четырех-скорость (40) в новых переменных

Uα =
1

mc

{

bαJ̆κ+ kαK̆ + Re(aαe−iΨ̆)

√

2m(κcL̆− ΩK̆) − ãαqA/c
}

, (45)

также зависит только от набора {ξζ}. Якобиан преобразования от d4U к

d4ξ равен
∂(U0,U1,U2,U3)
∂(J̆ ,K̆,L̆,Ψ̆)

= κ3

m3c3 .

3.3 Замыкающие уравнения

Аналогично нерелятивистскому случаю, мы берем функцию распределе-
ния в виде F̃s (U) = Fs(J̆ , L̆). (Если величина L̆ больше некоторой, то так-
же, как и в нерелятивистском случае, существует область J̆− < J̆ < J̆+,

9Все компоненты списков {Q̆ζ}, {P̆ζ} и {ξζ} являются 4-скалярами и не преобра-
зуются при смене системы отсчета. Индексная запись используется исключительно
для краткости.
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где пересечение “поверностей” H̆ = 0, J̆ = const и L̆ = const состоит из
двух несвязных частей, и Fs может быть выбрана в форме (8).) Теперь
уравнение (39) дает замыкающее уравнение в векторной форме

−σAãα = 4πκ
∑

s

qsmsc
2

∫

UαFs(J̆ , L̆) δ(H̆s) d
4ξ , (46)

где U и H̆s заданы выражениями (43,45). Для того чтобы была исполь-
зована правильная ветвь “поверхности” H̆ = 0, интегрирование в (46)
должно быть ограниченно по-разному в случаях σ = −1 и σ = 1. В
случае σ = −1 существует релятивистский инвариант σJ̆ ≡ sign

(

b0
)

, и

условие u0 > 0 выполняется, когда σJ̆ J̆ > 0. Аналогично, в случае σ = 1
существует инвариант σK̆ ≡ sign

(

k0
)

, и интегрирование ограничено об-

ластью, где σK̆K̆ > 0.
Используя проекции на векторы bα, kα и ãα, уравнение (46) можно

разделить на три скалярных уравнения10. Для того чтобы записать их в
компактной форме, определяем фактор

η (ξ) =

{

σJ̆ J̆ для σ = −1 ,

σK̆K̆ для σ = 1 ,
(47)

оператор интегрирования11

Îs (G) ≡ κ4

m3
sc

2

∫

η>0

G (ξ) η (ξ)Fs(J̆ , L̆) δ(H̆s) d
4ξ (48)

и процедуру усреднения 〈G〉s ≡ Îs (G) /Îs (1). Тогда проекции уравне-
ния (46) дают искомые замыкающие уравнения

∑

s

qsNs = 0 ,
∑

s

qsNs
〈

V‖
〉

s
= 0 , (49)

−kαkαA =
4π

c

∑

s

qsNs 〈Vλs〉s , (50)

где Ns ≡ m3
sc

3Îs (1),

V‖ (ξ) ≡ c

{

K̆/J̆ для σ = −1 ,

−J̆/K̆ для σ = 1 ,

Vλs (ξ) ≡ c

ηκ

(

√

2ms(κcL̆− ΩsK̆) cos Ψ̆ − qsA/c
)

. (51)

10Четвертая проекция на ˜̃aα дает тождественный ноль в обеих частях уравнения.
11Более удобная форма оператора приведена в разделе 3.5.
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Эти 4-скаляры имеют простой физический смысл в “специальной” систе-
ме отсчета, где Ns является плотностью частиц сорта s, а V‖ и Vλs –

проекциями скорости частиц на вектора ã × ˜̃a и λ, соответственно.

3.4 Система покоя плазмы

Часто удобно знать параметры решения в системе покоя плазмы, однако
выделение этой системы в релятивистском случае есть более громозд-
кая процедура. Для того, чтобы выполнить предположение о том, что
выбранная система есть система покоя плазмы, нужно вычислить тен-
зор энергии-импульса плазмы Tαβ (r) ≡ ∑

s
msc

2
∫

uαuβFs δ(H̆s/c) d
4P ,

усреднить его по фазе волны Tαβ ≡
∫ 2π

0 Tαβ dψ/(2π) и приравнять про-

странственные компоненты выражения T 0β к нулю. Такие вычисления
дают

Tαβ =
∑

s

Nsκc

〈

1

η

(

J̆bα − K̆
kα

κ

)(

J̆bβ − K̆
kβ

κ

)

+

+
η

2
Re(aαa∗β)

(

1 −
V 2
‖
c2

− m2c2

κ2η2

)〉

s

. (52)

Теперь решение системы уравнений T 01 = T 02 = T 03 = 0 совместно с
условиями ортонормированности 4-векторов bα, kα, aα дают a0 = 0 и
выражения для компоненты b0 и для частоты волны в системе покоя
плазмы:

b0 =

√

1

2
√

1 − ν2
− σ

2

{

σJ̆ для σ = −1 ,
−σK̆ sign (ν) для σ = 1 ,

ω = κc

√

1

2
√

1 − ν2
+
σ

2

{

σJ̆ sign (ν) для σ = −1 ,
σK̆ для σ = 1 ,

(53)

где

ν ≡
2
∑

s
Ns
〈

ηV‖/c
〉

s

∑

s
Ns

〈

η(1 + V 2
‖ /c

2)
〉

s

. (54)
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Также полезно определить плотности компонент плазмы в ее системе
покоя:

ns ≡
∫

u0Fs δ(H̆s/c) d
4P = Ns















|b0| − σJ̆
ω

κc

〈

V‖
c

〉

s

для σ = −1 ,

|ω|
κc

+ σK̆b
0

〈

V‖
c

〉

s

для σ = 1 .
(55)

3.5 Частный пример

Формальное выражение (48) для оператора Î неудобно для практическо-
го использования. Оно существенно упрощается в результате следующей
подстановки

J̆ = σJ̆
mc
κ

ζ, L̆ = mc
2κ

{

(

x̃ + Ã
)2

+ ỹ2

}

+ σJ̆
mΩ

κ2 z̃, K̆ = σJ̆
mc
κ

z̃, дляσ = −1,

J̆ = −σK̆
mc
κ

z̃, L̆ = mc
2κ

{

(

x̃ + Ã
)2

+ ỹ2

}

+ σK̆
mΩ

κ2 ζ, K̆ = σK̆
mc
κ

ζ, дляσ = 1,

Ψ̆ = arg
(

x̃ + Ã + iỹ
)

, Ã ≡ qA/(mc2) для любых σ.

(56)

Теперь оператор есть

Î (G) =

∞
∫

−∞

dx̃ dỹ dz̃ FG|
ζ=

√
1+x̃2+ỹ2+z̃2

, (57)

где аргументы функций G (ξ) и F (J̆ , L̆) выражены согласно (56). Пере-
менные {ζ, x̃, ỹ, z̃} есть компоненты скорости Uα в “специальной” систе-
ме отсчета с пространственными осями, ориентированными вдоль ã, ˜̃a и
ã × ˜̃a. В этих переменных V‖ = cz̃/ζ и Vλ = cx̃/ζ.

Для плазмы с одним сортом однозарядных ионов уравнения (49,50)
принимают вид

Ni = Ne = N , 〈z̃/ζ〉i = 〈z̃/ζ〉e ,
(k2 − ω2/c2)A = 4πNe (〈x̃/ζ〉i − 〈x̃/ζ〉e) . (58)

Пример 6. Рассматриваем простейший пример с B = 0, σ = 1
и функциями распределения Fs ∝ δ(J̆2 − J̆2

0s)δ(L̆ − L̆0s). Уравнение
〈z̃/ζ〉i = 〈z̃/ζ〉e выполняется тождественно. Формула (54) дает значение
параметра ν = 0. Поэтому формулы (53) и (55) дают k = 0 и ns = N ,
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то есть система покоя плазмы совпадает с системой, где все однородно.
Поле такой “волны” есть однородное электрическое поле, вращающееся
вокруг направления ã × ˜̃a с частотой, определяемой уравнением

ω2 =
∑

s

ω2
ps

2

π

√

h̆s

Ãsρs

{

K(h̆s) +
ρs

Ãsh̆s

(

E(h̆s) −K(h̆s)
)

}

, (59)

где

ρs ≡

√

2|ω|L̆0s

msc2
, z0s ≡

|ω|J̆0s

msc2
, hs ≡

2Ãsρs

1 + ρ2
s + z2

0s + Ã2
s

,

h̆s ≡
hs

1 +
√

1 − h2
s

, (60)

K (x) и E (x) – полные эллиптические интегралы первого и второго рода.
В линейном пределе выражение (59) стремится к соотношению

ω2 =
∑

s

ω2
ps

√

1 + ρ2
s + z2

0s

(

1 − ρ2
s

2(1 + ρ2
s + z2

0s)

)

(61)

– дисперсионному соотношению ленгмюровских колебаний с релятивист-
скими поправками, специфичными для выбранного двухпучкового рас-
пределения.

4 Система уравнений Прока-Власова

В гипотетическом случае, когда фотоны имеют конечную массу, вме-
сто уравнения Максвелла нужно использовать уравнение Прока [7, 8],
∂β∂

βAα + k2
phAα = 4πjα/c, где kph = mphc/~ – обратная комптоновская

длина, соответствующая гипотетической массе фотона mph. Векторный
потенциал (38) удовлетворяет необходимой калибровке ∂αAα = 0, но вме-
сто (39) мы получаем уравнение (k2

ph − kβk
β)ARe(aαe−iψ) + k2

phΛ
α =

4πjα/c. Поскольку Λα линейно зависит от координат, это уравнение мо-
жет обладать спиральной симметрией только при B = 0. Таким образом,
все общие предыдущие результаты с B = 0 остаются правильными, кроме
уравнений (12,50), которые теперь имеют вид

(k2
ph + k2 − ω2/c2)A =

4π

c

∑

s

qsns 〈vλs〉s ,

(k2
ph − kαk

α)A =
4π

c

∑

s

qsNs 〈Vλs〉s . (62)
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Простейший частный результат можно извлечь из примера 2 разде-
ла 2.3, где рассмотрено равновесие в поле с широм. Величина шира опре-
деляется теперь выражением

k2
ph + k2 =

ω2
pi

c2

(

T⊥i
T‖i

− 1

)

+
ω2
pe

c2

(

T⊥e
T‖e

− 1

)

, (63)

где T⊥ и T‖ – “температуры” вдоль и поперек направления шира k.
Заметим, что в случае нулевого шира (k = 0) существует более общее
решение, поскольку в этом случае нет ни электрического, ни магнитного
поля. А именно, решением является любое распределение с постоянной
однородной плотностью тока, компенсирующей член k2

phA (этот вырож-
денный случай не рассматривался ни в разделе 2, ни в разделе 3, посколь-
ку в этом случае ω = k = 0). Но если изначально есть ненулевой шир,
то либо он должен затухнуть за время фазового размешивания, либо
анизотропная функция распределения должна установиться. И в случае
kph ≫ k > 0, анизотропия (главным образом электронная) определяется
массой фотона.

5 Заключение

Описанные в работе решения содержат распределения частиц в фазовом
пространстве однородные на поверхностях, определяемых постоянством
двух интегралов движения, но с произвольным заселением этих поверх-
ностей, ограниченным только интегральными соотношениями. Дополни-
тельные малые члены кинетического уравнения, имеющие место в реаль-
ных задачах, такие как интеграл столкновений, источники, связанные с
нейтральной инжекцией и др., могут определять вполне конкретное засе-
ление этих поверхностей. Для того чтобы его получить, нужно выделить
усредненную по поверхностям часть функции распределения и малую
поправку. Тогда усредненное кинетическое уравнение совместно с замы-
кающими уравнениями описывает специфическую для конкретной зада-
чи медленную эволюцию заселения и параметров волны. В частности,
эволюция может заключаться в релаксации к некоторому конкретному
состоянию. Кроме того, условие разрешимости уравнений для поправок
функции распределения и поля может давать важные ограничения на
параметры такого состояния.

В типичных задачах о волнах в ограниченной плазме кроме “изучае-
мой” волны присутствует и встречная волна, нарушающая спиральную
симметрию. Однако, описанный подход, по-видимому, применим и в этом
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случае, если резонансные области волн достаточно далеки друг от друга
в фазовом пространстве.

Вместо традиционного разложения с амплитудой волны в качестве
малого параметра, в некоторых случаях можно использовать представ-
ленные здесь решения, как начальное приближение с большой ампли-
тудой. Малыми параметрами в этом случае являются факторы, отли-
чающие реальную задачу от бесстолкновительной задачи, допускающей
предполагаемую симметрию.
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