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Аннотация

В работе рассмотрено влияние центробежной силы и КЛР-
эффекта на устойчивость плазмы в ГДЛ. Получено дисперси-
онное уравнение для мелкомасштабных азимутальных мод.
Согласно оценкам устойчивость плазмы с параметрами ГДЛ
определяется сильнымКЛР-эффектом “быстрых” частиц. Ес-
ли КЛР-стабилизация не работает, тогда при достаточном
сдвиговом вращении плазмы инкремент желобковой неустой-
чивости уменьшается в несколько раз, при этом порог неустой-
чивости не сдвигается. Инкремент желобковой неустойчиво-
сти убывает с увеличением шира скорости.

Устойчивость первой азимутальной моды возмущения
(m = 1) зависит от граничных условий по радиусу. Её пер-
вая радиальная мода становится неустойчивой для плазмы
отделенной от стенки вакуумным промежутком.



.

1 Введение

Газодинамическая Ловушка (ГДЛ) является открытой ловушкой
для удержания плазмы [1, 2]. Магнитное поле в ней обладает
азимутальной симметрией (рис. 1). Благодаря этому в ловушке
нет неоклассических потерь плазмы поперек магнитного поля. С
точки зрения термоядерных перспектив ГДЛ заметно отстает от
токамаков. Однако она может быть использована в качестве про-
тотипа источника термоядерных нейтронов большой мощности
(Wn ∼ 2 MВт/м2) для испытания материалов первой стенки термо-
ядерного реактора. Было предложено несколько схем нейтронного
источника на основе ГДЛ [3, 4, 5].

Рис. 1: Качественный вид магнитной поверхности в ГДЛ. Магнит-
ное поле в пробках может превосходить поле центрального солено-
ида в 30-50 раз. Характерное значение поля в центральной ячейке
Bmin ∼ 3 · 103 Гс

Плазма ГДЛ содержит два сорта ионов. Основная компонен-
та – относительно холодная плазма удерживаемая в газодинами-
ческом режиме (“мишенная” плазма). Для ионов этой компоненты
эффективная длина рассеяния в конус потерь существенно меньше
размеров системы. Другая компонента возникает при наклонной
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инжекции в плазму мощных пучков нейтральных атомов высокой
энергии (“быстрые частицы”). Эти частицы осциллируют между
точками остановки. Положение точек остановки определяется ве-
личиной пинтч-угла в момент инжекции. В окрестности этих точек
наблюдается резкий пик плотности плазмы и заметный выход тер-
моядерных нейтронов [6].

Значения концентрации и температуры “мишенной” плазмы в
рабочих режимах установки составляют порядка 5 · 1013 см−3 и
100 эВ соответственно. “Быстрые” частицы имеют среднюю энер-
гию порядка 104 эВ и концентрацию 5 · 1012 см−3. Пиковая мощ-
ность инжекции атомарных пучков достигает 4 МВт, длительность
импульса инжекции около 1 мс. Основной вклад в энергосодержа-
ние вносят “быстрые” частицы, а инерция плазмы определяется
“мишенной” составляющей.

Согласно предсказаниям теории и экспериментальным иссле-
дованиям в такой плазме могут возникать МГД неустойчивости.
Наибольшую опасность представляет желобковая неустойчивость,
которая приводит к макроскопическим выбросам плазмы на стенку
вакуумной камеры. Возникновение этой неустойчивости связано с
особенностями геометрии магнитного поля в ловушке. В работах
[7, 8] был получен достаточный критерий устойчивости плазмы

∫
dl
π⊥ + π‖
r(l)B2

κ > 0, (1)

где π⊥ и π‖ – поперечная и продольная составляющие тензора по-
тока импульса, r(l) – расстояние от оси системы до магнитной по-
верхности, B – величина магнитного поля, κ – кривизна силовой
линии магнитного поля. Интегрирование ведется вдоль силовой ли-
нии. Согласно этому условию в плазме будет развиваться неустой-
чивость если “средняя” кривизна магнитного поля отрицательна.
Интегрирование кривизны производится с весом, пропорциональ-
ным давлению плазмы. Поскольку определяющее значение име-
ет интегральная характеристика, не обязательно всюду в ловушке
иметь “благоприятную” кривизну (как это делается в ловушках с
минимумом B). В ГДЛ вытекание плазмы осуществляется в газо-
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динамическом режиме. Это означает, что давление плазмы в запро-
бочной области (в области “благоприятной” кривизны) не мало и
при определенных условиях можно добиться условия устойчивого
удержания.

В плазме ГДЛ также наблюдается быстрое азимутальное вра-
щение, вызванное дрейфом частиц в скрещенных электрическом и
магнитном полях. Электрическое поле возникает из-за неоднород-
ности распределения температуры электронов по радиусу. Перепад
потенциала на радиусе плазмы (радиус плазменного столба поряд-
ка 10 см) при имеющихся параметрах составляет около 200 В. Как
известно, вращение порождает центробежную силу, направленную
по радиусу. Наличие этой силы в присутствии градиента плотно-
сти, как и неблагоприятная кривизна, приводит к возникновению
неустойчивости желобкового типа.

Вообще говоря, вращение плазмы не обязано быть твердотель-
ным. Соседние слои могут проскальзывать друг относительно дру-
га. Такое дифференциальное вращение наблюдается и в ГДЛ. При
этом можно ожидать возникновения неустойчивости сдвиговых те-
чений. Эта неустойчивость хорошо изучена в гидродинамике обыч-
ной жидкости [9, 10, 11].

Для обеспечения устойчивости плазмы были изучены различ-
ные стабилизирующие механизмы. Одним из таких механизмов яв-
ляется эффект конечного ларморовского радиуса (КЛР) частиц
[12]. Качественно этот эффект хорошо описан в [13]. Стабилизация
коротковолновых желобков в ГДЛ осуществляется КЛР-эффектом
“быстрых” частиц. КЛР-стабилизация тем сильнее, чем выше ази-
мутальный номер моды возмущения. В работе [12] также показано,
что так называемая “первая мода”, для которой электрическое поле
в плазме постоянно, не может быть стабилизирована КЛР эффек-
том. Поэтому остается открытым вопрос об устойчивости “первой
моды” возмущения.

В работе [14] разработана схема МГД стабилизатора для ГДЛ.
Благодаря добавочному концевому элементу в установке экспери-
ментально были созданы условия, при которых достаточный кри-
терий устойчивости (1) выполнен. Магнитное поле в МГД стаби-
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лизаторе-каспе имеет конфигурацию антипробкотрона, благодаря
чему “средняя” кривизна становится благоприятной для устойчи-
вости.

Особый интерес вызвали экспериментальные результаты, опуб-
ликованные в [15]. В эксперименте не использовался МГД стабили-
затор-касп так, что силовые линии магнитного поля в запробочной
области имели нулевую кривизну, а критерий (1) не выполнялся.
Все же был достигнут режим, в котором время удержания плазмы
в ловушке становится порядка времени продольных потерь. Эф-
фект возникал при изменении профиля радиального распределе-
ния электростатического потенциала в плазме. Экспериментальная
зависимость приведена на рис. 2. Предполагается, что в этом режи-
ме нет МГД активности, приводящей к сильному переносу поперек
магнитного поля.
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Рис. 2: Распределение потенциала в плазмы ГДЛ в устойчивом ре-
жиме

Возможно несколько интерпретаций результата в [15]. Из рис. 2
видно что в устойчивом режиме среднее поле в ловушке мало. Де-
стабилизирующий эффект, связанный с вращением плазмы стано-
вится несущественным. Это благоприятно сказывается на устойчи-
вости. Однако таким образом невозможно объяснить почему плаз-
ма в ГДЛ остается устойчивой, когда условие (1) не выполнено.
С другой стороны, при изменении потенциала плазмы модифи-
цируется режим её истечения в запробочной области. Еще один
из механизмов стабилизации может быть связан с сильным сдви-
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говым течением плазмы. Существуют качественные соображения
почему дифференциальное вращение может благоприятно влиять
на устойчивость плазмы по отношению к желобковым возмущени-
ям [16]. Этот механизм становится существенным когда всплыва-
ющий в плазме желобок попадает в область с сильным сдвиговым
течением, а характерное время, за которое слои плазмы успева-
ют провернуться друг относительно друга на угол порядка едини-
цы, сравнимо с временем развития неустойчивости. В таком тече-
нии искажается форма желобка, который “размазывается” течени-
ем по азимуту. При этом можно ожидать уменьшения инкремента
неустойчивости.

Стабилизация плазмы неоднородным дрейфом в скрещенных
электрическом и магнитном поле изучалась в экспериментах на
установках ПСП-2 (Новосибирск, ИЯФ СО РАН, Россия) [17] и
ZaP (University of Washington, Seattle, U.S.A.) [18]. Однако поста-
новка эксперимента и параметры плазмы в ГДЛ принципиально
отличаются от этих экспериментов.

Попытка объяснить устойчивость плазмы ГДЛ, в режиме ко-
гда средняя кривизна неблагоприятна для устойчивости, а потен-
циал внутри плазмы распределяется в соответствии с рис.2 была
предпринята Ю.А. Цидулко [19, 20]. Согласно [19]: «устойчивость
плазмы существенно зависит от распределения “быстрых” ионов,
создающих “собственную магнитную яму”, и радиального электри-
ческого поля, определяющего дифференциальное вращение». При
этом решающим является сочетание этих эффектов.

Главная цель представленной работы - теоретически изучить
влияние вращения на устойчивость плазмы в ГДЛ. Для этого рас-
смотрены различные режимы удержания плазмы и показано, что в
широком диапазоне параметров КЛР-эффект дает основной вклад
в устойчивость коротковолновых возмущений. Показано, что ин-
кремент желобковой неустойчивости в плазме с дифференциаль-
ным вращением меньше, чем в случае когда такого вращения нет.
Рассмотрено влияние граничных условий на устойчивость первой
моды.
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2 Уравнение желобковых колебаний

В этом разделе приведены рассуждения, которые позволяют по-
лучить уравнение описывающее желобковые колебания в плазме
ГДЛ. Уравнение должно содержать эффекты, связанные с “конеч-
ностью” ларморовского радиуса “горячих” частиц, а также с нали-
чием дрейфа в скрещенных электрическом и магнитном полях.

Требуемый результат можно получить, воспользовавшись урав-
нением Пуассона

∆ϕ = −4π
∑
α

qαnα , (2)

где ϕ – величина электростатического потенциала в плазме, qα и
nα – заряд и плотность частиц сорта α. Суммирование произво-
дится по всем сортам частиц (два сорта ионов и электроны). Урав-
нение (2) описывает эволюцию потенциала плазмы при изменении
её параметров. Параметры плазмы находятся из уравнений двух-
жидкостной магнитной гидродинамики. Величина nα выражается
из уравнения непрерывности

∂nα

∂t
+ div(nαVα) = 0 , (3)

где Vα – гидродинамическая скорость частиц сорта α. Её можно
найти из уравнения движения

dVα

dt
= −Tα∇̄nα

Mαnα
+

qα
Mα

(E +
1
c
[Vα × B]) − S(Vα, nα)

Mαnα
, (4)

где Tα – температура соответствующей компоненты плазмы, Mα

– масса частиц сорта α. Для простоты принято, что плазма изо-
термическая (Tα = const). Профиль давления плазмы пропорцио-
нален профилю её плотности. Последнее слагаемое в правой части
(4) описывает диссипацию импульса за счет эффективной вязко-
сти, учитывающей КЛР-эффекты[21]. Эти уравнения необходимо
дополнить уравнениями Максвелла. Тогда они образуют замкну-
тую систему. Всюду предполагается, что кривизна силовых линий
магнитного поля мала (ловушка параксиальная), а так же β � 1.
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Выражение для поперечной компоненты скорости V⊥α из урав-
нения (4) находится методом последовательных приближений.
Слагаемые описывающие инерцию, а также вязкость плазмы ма-
лы и ими можно пренебречь. В этом приближении уравнение (4)
принимает вид

−Tα∇̄nα

Mαnα
+

qα
Mα

(E +
1
c
[V′

⊥α × B]) = 0,

а скорость V′
⊥α определяется соотношением

V′
⊥α =

Mαc

qα

[ b
B

× Tα

Mα

∇̄nα

nα
− qα
Mα

E
]
, (5)

где b – единичный вектор, направленный вдоль магнитного поля. В
следующем приближении можно учесть инерцию и вязкость. Тогда
для V⊥α справедливо

V⊥α = V′
⊥α +

Mαc

qα

[
b
B

×
(
dV⊥
dt

)′

α

+
S(V′

⊥α, nα)
Mαnα

]
, (6)

где используется обозначение
(
dV⊥
dt

)′

α

=
∂V′

⊥α

∂t
+ (V′

⊥α, ∇̄)V′
⊥α .

Если воспользоваться выражением для V⊥α из (6) и подставить
его в (3), тогда можно получить уравнение описывающее эволюцию
плотности частиц сорта α

∂nα

∂t
+ div(nαV′

⊥α) +
Mαc

qα
div

[
nα

b
B

×
(
dV⊥
dt

)′

α

]
+

+
c

qα
div

[ b
B

× S(V′
⊥α, nα)

]
+ div

1
qα

j‖α = 0. (7)

Это уравнение можно проинтегрировать вдоль силовой линии маг-
нитного поля. В качестве граничного условия считается, что ток
не замыкается через торцевые элементы установки, т.е.

j‖(l = lw) = 0,
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тогда из (7) можно получить усредненное уравнение
∫
dl

{∂nα

∂t
+ div(nαV′

⊥α) +
Mαc

qα
div

[
nα

b
B

×
(
dV⊥
dt

)′

α

]
+

+
c

qα
div

[ b
B

× S(V′
⊥α, nα)

]}
= 0, (8)

где l = lw – координата плазмопоглотителя. Если считать элек-
тростатический потенциал постоянным вдоль силовой линии, то
возмущение магнитного поля можно не рассматривать, а решать
электростатическую задачу.

Для рассмотрения линейной стадии развития неустойчивости
считается, что параметры плазмы возмущаются слабо, т.е.

n(r, t)α = nα0(r) + δnα(r, t), ϕ(r, t) = ϕ0(r) + δϕ(r, t),

δnα

n0α
� 1,

δϕ

ϕ0
� 1,

После линеаризации в (8) можно связать изменение плотности
δnα с возмущением потенциала δϕ. Уравнение, описывающее эво-
люцию азимутальной и временной Фурье компоненты потенциала
δϕ получается, если подставить этот результат в линеаризованное
уравнение Пуассона

∆δϕ = −4π
∑
α

qαδnα (9)

и произвести преобразование Фурье по времени и азимутальному
углу. Всюду внутри плазмы слагаемое в левой части уравнения (9)
мало как (ca/c)2, где ca – альфвеновская скорость, c – скорость
света. В результате можно получить

1
r2

d

dr

n0

B2
0

r3ω0(ω0 − ω�)
dψ

dr
+

1 −m2

r4
n0

B2
0

r3ω0(ω0 − ω�)ψ +

+ (ω2 +m2γ2
0)

( d

dr

n0

B2
0

)
ψ = 0, (10)
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где под r подразумевается расстояние от оси до магнитной поверх-
ности в центральном сечении установки, B0 - равновесное магнит-
ное поле. Поскольку уравнение усреднено вдоль силовой линии
магнитного поля в нем отсутствует зависимость от координаты
вдоль оси ловушки. Величина

ω0 = ω −mωE (11)

представляет собой частоту волны возмущения, сдвинутую на ве-
личину дрейфовой частоты

mωE =
mc

B0r

dϕ0

dr
.

Здесь m - азимутальное волновое число, ω� - средняя (вдоль сило-
вой линии) частота диамагнитного дрейфа,

ω� =
〈∑

α

ω�
αn0α

/ ∑
α

n0α

〉
l
,

ω�
α =

mcTα

qαB0n0αr

dn0α

dr
, (12)

n0 - усредненная вдоль силовой линии полная плотность ионов, γ2
0

определяется соотношением

γ2
0 =

er

mMic

〈∑
α

n0αω
�
α

(
êφ, rot

b0

B0

)〉
l

/( d

dr

n0

B2
0

)
,

где êφ - единичный вектор, направленный по азимуту, e - заряд
протона. Если принять, что кривизна силовых линий κ ∝ r, тогда

γ2
0 ∝

∑
α

Tαdn0α/dr

dn0/dr
≈ const .

Функция ψ – нормированный потенциал возмущения

ψ =
δϕ

ω0r
. (13)
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Все слагаемые в (10) имеют простую физическую интерпретацию.
Первые два члена описывают инерцию плазмы, третье слагаемое,
пропорциональное ω2, - центробежная сила. Последнее слагаемое
описывает эффекты возникающие при наличии ненулевой средней
кривизны силовых линий магнитного поля в ловушке и является
источником неустойчивости желобкового типа с инкрементом по-
рядка γ0.

3 Устойчивость локализованных желобков

Этот раздел посвящен решению уравнения желобковых колебаний
в пределе, когда радиальная длина волны возмущения много мень-
ше размеров системы, то есть

m� 1,
d ln δϕ
d ln r

∣∣∣
r=rs

� 1. (14)

Такие желобки локализованы по радиусу и по азимуту. Далее рас-
сматриваются случаи слабого и сильного сдвигового вращения.

3.1 Плазма без шира азимутальной скорости

В этом подразделе изучается устойчивость локализованных желоб-
ков в отсутствии сдвигового вращения. Условие (14) позволяет до-
вести задачу об устойчивости до конца - получить дисперсионное
уравнение. Это уравнение должно описывать три важных эффек-
та:

• Эффект, связанный с неоднородностью магнитного поля,

• Центробежный эффект,

• КЛР-эффект.

Конкуренция этих эффектов определяет устойчивость плазмы без
сдвигового вращения.
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Если принять условие (14), тогда можно пренебречь геометри-
ческими эффектами. В таком случае уравнение (10) можно пере-
писать в виде

d2

dx2
δϕ +

(
−m2 +

ω2 +m2γ2
0

ω0(ω0 − ω�)
d lnn0

dx

∣∣∣
x=1

)
δϕ = 0,

где x = r/rs, rs – расстояние от оси ловушки до магнитной по-
верхности где локализован желобок. В этом приближении коэф-
фициенты перестают зависеть от r и в уравнении можно сделать
преобразование Фурье по x. Результат выглядит следующим обра-
зом

−k2
⊥ +

ω2 +m2γ2
0

(ω0 − ω�

2 )2 − (ω�

2 )2
d lnn0

dx

∣∣∣
x=1

= 0,

где k2
⊥ = k2

r + m2. Предполагается, что ω ∝ m, в то время как
ω0 − ω�/2 ∝ 1. Тогда в случае монотонно спадающего профиля
плотности дисперсионное уравнение имеет вид

(
ω0 − ω�

2

)2
=

(ω�

2

)2 − (ω2
E + γ2

0)
( m
k⊥

)2∣∣∣d lnn0

dx

∣∣∣
x=1

. (15)

Первое слагаемое в правой части (15) описывает стабилизирующий
эффект конечного ларморовского радиуса ионов. Второе слагаемое
– центробежная сила. Последний член в (15) связан с наличием
неоднородного магнитного поля. Именно это слагаемое определяет
устойчивость плазмы в критерии Розенблюта-Лонгмайра [7].

Конкуренцию этих трех эффектов можно проиллюстрировать
на диаграмме (см. рис. 3). По горизонтальной оси отложена величи-
на ρLeL/r

2
0, где ρLe – ионный ларморовский радиус, вычисленный

по электронной температуре, L – длина ловушки, r0 – радиус плаз-
мы. По вертикальной оси отложен корень из отношения энергосо-
держания в электронах к энергосодержанию в ионах. Параметр U
введен для того, чтобы описать дополнительные эффекты, связан-
ные с изменением потенциала плазмы внешними устройствами.

Согласно рис. 3 в ГДЛ доминирует КЛР-эффект быстрых
ионов. Его достаточно, чтобы обеспечить устойчивость локализо-
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Рис. 3: Режимы удержания плазмы при различных её параметрах.
Области, обозначенные символом RL - характеризуются тем, что
дестабилизирующий член с кривизной силовых линий магнитного
поля играет здесь определяющую роль, в областях CF доминирует
центробежная сила, в областях FLR все устойчиво за счет КЛР-
эффекта. Параметры плазмы в ГДЛ попадают в серую область

ванных желобков, в том числе и при неблагоприятной кривизне си-
ловых линий. Однако в дальнейшем, если удастся увеличить элек-
тронную температуру, роль этого эффекта может уменьшиться.

3.2 Плазма с широм азимутальной скорости

В этом разделе анализируются эффекты, возникающие при нали-
чии шира азимутальной скорости вращения плазмы. Для просто-
ты считается, что ω� = 0. Желобки, которые локализованы около
магнитной поверхности с r = rs и вращаются вместе с плазмой
наиболее неустойчивы. Для них выполнено условие

Reω0 = 0,

или
ω(rs) = mωE(rs) + iγ.
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Разложение функции ω0(r) в окрестности точки rs имеет вид

ω0(r) = ω −mωE ≈ −mdωE

dx

∣∣∣
x=1

(r − rs
rs

)
+ iγ = −mω′

E(ζ − iζ0),

где используются обозначения

ζ =
r − rs
rs

, ζ0 =
γ

mω′
E

, ω′
E ≡ dωE

dx

∣∣∣
x=1

.

Если произвести разложение коэффициентов уравнения (10) в
окрестности точки rs, тогда с учетом условия (14) можно получить

1
(ζ − iζ0)

d

dζ
(ζ − iζ0)2

d

dζ

δϕ

(ζ − iζ0)
−m2δϕ +

+
(ω2

E + γ2
0)/(ω′

E)2

(ζ − iζ0)2
(d lnn0

dζ

)∣∣∣
ζ=0

δϕ = 0.

Это уравнение преобразуется к виду

d2δϕ

dζ2
−m2δϕ =

x0

(ζ − iζ0)2
δϕ, (16)

где введено обозначение

x0 ≡ ω2
E + γ2

0

(ω′
E)2

∣∣∣d lnn0

dζ

∣∣∣
ζ=0

.

Уравнение (16) с граничными условиями
{
δϕ( r−rs

rs
→ ∞) → 0,

δϕ( r−rs
rs

→ −∞) → 0.

можно записать в интегральной форме через функцию Грина
G(ζ|ζ ′)

δϕ(ζ) = x0

∫ ∞

−∞
G(ζ|ζ ′) δϕ(ζ ′)

(ζ ′ − iζ0)2
dζ ′. (17)

Функция Грина удовлетворяет уравнению

G′′(ζ, ζ ′) −m2G(ζ, ζ ′) = δ(ζ − ζ ′) (18)
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с граничными условиями
⎧⎨
⎩

G(ζ → ±∞|ζ ′) = 0,
G(ζ ′ + 0|ζ ′) = G(ζ ′ − 0|ζ ′),
G′(ζ ′ + 0|ζ ′) −G′(ζ ′ − 0|ζ ′) = 1.

(19)

Решение уравнения (18) с граничными условиями (19) имеет вид

G(ζ|ζ ′) = − 1
2m

{
em(ζ−ζ′), ζ < ζ ′,
e−m(ζ−ζ′), ζ > ζ ′.

В таком случае (17) перепишется в виде интегрального уравнения

δϕ(ζ) = − x0

2m

[∫ ζ

−∞
δϕ(ζ ′)

(ζ ′ − iζ0)2
e−m(ζ−ζ′)dζ ′+

∫ ∞

ζ

δϕ(ζ ′)
(ζ ′ − iζ0)2

em(ζ−ζ′)dζ ′
]
.

(20)
Решение уравнение (20) находится методом последовательных при-
ближений. Для этого функцию δϕ(ζ) необходимо представить в ви-
де ряда

δϕ(ζ) = δϕ0(ζ) +
∞∑

n=0

[δϕn+1(ζ) − δϕn(ζ)],

при этом
δϕn+1(ζ) − δϕn(ζ)

δϕn(ζ)
� 1.

Итерационная последовательность имеет вид

δϕn+1(ζ) = − x0

2m

[∫ ζ

−∞

δϕn(ζ ′)
(ζ ′ − iζ0)2

e−m(ζ−ζ′)dζ ′

+
∫ ∞

ζ

δϕn(ζ ′)
(ζ ′ − iζ0)2

em(ζ−ζ′)dζ ′
]
.

В качестве функции нулевого приближения можно использо-
вать

δϕ0(ζ) = A

{
1, |ζ| ≤ ∆ζ,
0, |ζ| ≥ ∆ζ,
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где A комплексная константа, а ∆ζ – ширина возмущения, которую
можно рассматривать как вариационный параметр. Тогда функция
следующего приближения имеет вид

δϕ1(ζ) = −A x0

2m

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∫ ∆ζ
−∆ζ

dζ′
(ζ′−iζ0)2

em(ζ−ζ′), ζ ≤ −∆ζ ,∫ ζ
−∆ζ

dζ′
(ζ′−iζ0)2

e−m(ζ−ζ′) +
∫ ∆ζ
ζ

dζ′
(ζ′−iζ0)2

em(ζ−ζ′),

−∆ζ ≤ ζ ≤ ∆ζ ,∫ ∆ζ
−∆ζ

dζ′
(ζ′−iζ0)2

e−m(ζ−ζ′), ζ ≥ ∆ζ .

Если в качестве нормировки выбрать условие

δϕ1(ζ = 0) = A, (21)

тогда из него можно получить выражение для инкремента неустой-
чивости. Уравнение (21) переписывается следующим образом

1 = − x0

2m

[∫ 0

−∆ζ

emζ′

(ζ ′ − iζ0)2
dζ ′ +

∫ ∆ζ

0

e−mζ′

(ζ ′ − iζ0)2
dζ ′

]
. (22)

Второе слагаемое в (22) комплексно сопряжено к первому, тогда
справедливо

1 = −x0

m
Re

∫ ∆ζ

0

e−mζ′

(ζ − iζ0)2
dζ ′ = x0

ω′
E

γ

∫ z0

0

1 − z2

(1 + z2)2
e
− γ

ω′
E

z
dz. (23)

В (23) используются обозначения

z = ζ/ζ0, z0 =
∆ζ
ζ0

=
m

kr

ω′
E

γ
,

kr = 1/∆ζ.

Условие (23) представляет собой дисперсионное соотношение, свя-
зывающее значение инкремента неустойчивости с компонентами
волнового вектора возмущения. Величина шира скорости входит
в (23) как параметр. При этом условие (23) не изменяется при за-
мене

ω′
E → −ω′

E.
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Тогда его можно переписать в виде

γ

|ω′
E |

=
( Γ
ω′

E

)2
∫ |z0|

0

1 − z2

(1 + z2)2
e
− γ

|ω′
E

| zdz, (24)

где Γ – величина инкремента в отсутствии шира скорости

Γ = (ω2
E + γ2

0)
∣∣∣d lnn0

dζ

∣∣∣
ζ=0

.

Варьируя инкремент γ по параметру ε = m
kr

и приравнивая вари-
ацию к нулю

δγ = 0, (25)

можно получить значение инкремента наиболее неустойчивых воз-
мущений. Вариация имеет вид

δγ

ω′
E

=
( Γ
ω′

E

)2
{
ω′

Eδ
( ε
γ

) 1 − z2
0

(1 + z2
0)2

e−ε− δγ

ω′
E

∫ |z0|

0

1 − z2

(1 + z2)2
e
− γ

ω′
E

z
zdz

}
.

Из условия (25) возникает требование

z0 = 1,

то есть
∆ζ = ζ0 =

γ

mω′
E

.

В результате из (24) можно получить уравнение на максимум ин-
кремента γex

γex

|ω′
E|

=
( Γ
ω′

E

)2
∫ 1

0

1 − z2

(1 + z2)2
e
− γex

|ω′
E

| zdz.

На рис. 4 построена зависимость γex/Γ от значения нормированно-
го шира скорости |ω′

E|/Γ. Из представленной зависимости видно,
что эффект проскальзывания слоев плазмы становится существен-
ным когда

|ω′
E | ∼ Γ. (26)

Из рис. 4 видно, что с ростом шира скорости инкремент неустой-
чивости уменьшается.
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γex

Γ

|ω′
E |
Γ

Рис. 4: Зависимость инкремента неустойчивости от модуля шира
скорости.

4 Устойчивость моды m = 1

В предыдущем разделе рассмотрена устойчивость мелкомасштаб-
ных желобков. Для ГДЛ наиболее актуален вопрос устойчивости
первой моды возмущения. Это связано с тем, что старшие моды
устойчивы за счет сильного КЛР-эффекта быстрых ионов. В дан-
ном разделе рассмотрен вопрос устойчивости m = 1 моды в при-
сутствии азимутального вращения плазмы.

4.1 Собственная функция для твердотельного
смещения плазмы

Исходя из простых физических соображений, можно получить вы-
ражение для возмущения потенциала, приводящего к смещению
плазмы как целого. В отсутствии вращения электрическое поле
всюду в плазме должно быть однородно. Если плазма еще и вра-
щается, тогда электрическое поле возмущения не однородно.

Согласно рассуждениям, приведенным в [22], в линейном при-
ближении возмущение гидродинамической скорости имеет вид

δV =
∂ξ

∂t
+ (V0, ∇̄)ξ − (ξ, ∇̄)V0, (27)
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R
r

ξ

0

Рис. 5: Смещение плазменной “капли” при наложении возмущения
ξ(r, t).

где ξ – вектор смещения. Такой вид δV связан с тем, что возмуще-
ние скорости из точки r течением переносится в точку r + ξ (см.
рис. 5).

Результат (27) можно получить из следующих соображений. Ес-
ли зафиксировать точку r, тогда возмущение скорости в ней опре-
деляется соотношением

δV(r) = V(r) − V0(r),

где V0 – равновесное значение скорости. В линейном приближе-
нии по возмущению можно посчитать значение функции V в точке
R = r + ξ(r, t)

V(R) =
dR
dt

=
dr
dt

+
dξ(r, t)
dt

= V0(r) +
∂ξ(r, t)
∂t

+ (V0(r), ∇̄)ξ(r, t).

С другой стороны,

V(R) = V(r) + (ξ(r, t), ∇̄)V0.

При сравнении этих выражений воспроизводится результат (27)

δV(r) =
∂ξ(r, t)
∂t

+ (V0(r), ∇̄)ξ(r, t) − (ξ(r, t), ∇̄)V0.

Пользуясь азимутальной симметрией и стационарностью равнове-
сия, можно рассматривать устойчивость только Фурье гармоник
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возмущения
ξ ∝ exp(iφ− iωt).

Смещение плазмы возникает из-за дрейфа в скрещенных элек-
трическом и магнитном поле. Радиальная компонента смещения

δVr = − ic

Br
δϕ.

С другой стороны, из (27) можно написать

δVr = −iωξr +
iV0

r
ξr.

При твердотельном смещении ξr = const или

δϕ

ω0r
= ψ1 = const. (28)

4.2 Инкремент неустойчивости для моды m = 1

В этом подразделе обсуждается устойчивость первой моды возму-
щения. Для этого необходимо воспользоваться уравнением (10).
Это уравнение имеет самосопряженный вид. Умножив его слева
на функцию ψ∗ и проинтегрировав по радиусу плазмы, можно по-
лучить интегральное соотношение

∫ r0

0
dr

{
ψ∗ d
dr

n0

B2
0

r3ω0(ω0 − ω�)
d

dr
ψ +

1 −m2

r2
n0

B2
0

r3ω0(ω0 − ω�)|ψ|2

+ (ω2 +m2γ2
0)r2

( d

dr

n0

B2
0

)
|ψ|2 = 0

}
.

Если “унести” стенки камеры установки на бесконечность, т.е. r0 →
∞, тогда это уравнение преобразуется к виду

∫ ∞

0

{
n0

B2
0

r3ω0(ω0 − ω�)
∣∣∣dψ
dr

∣∣∣2m2 − 1
r2

n0

B2
0

r3ω0(ω0 − ω�)|ψ|2

+ (ω2 +m2γ2
0)r2

∣∣∣ d
dr

n0

B2
0

∣∣∣|ψ|2
}
dr = 0. (29)
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Выделение мнимой части частоты в (29) в явном виде приводит к
результату

γ2 − 2iγD − C = 0. (30)

Соответствующие коэффициенты имеют вид

D =
〈
ω0r − ω�

2

〉
m

+
〈
mωE +

ω�

2

〉
1
,

C = m2
〈
γ2

0

〉
1
+

〈
ω0r(ω0r − ω�)

〉
m

+ 2ωr

〈
mωE +

ω�

2

〉
1

−
〈(
mωE +

ω�

2

)2〉
1
+

〈ω�

2

〉
1
.

Угловые скобки соответствуют усреднению с весовой функцией
〈
F (r)

〉
m

≡
[∫ ∞

0
Pm(r)dr

]−1
∫ ∞

0
PmF (r)dr,

где для m > 1

Pm(r) ≡ n0r
3
∣∣∣dψm

dr

∣∣∣2 + (m2 − 1)rn0|ψm|2 + r2
∣∣∣dn0

dr

∣∣∣|ψm|2.

Функция P1 определяется следующим образом

P1(r) = r2
∣∣∣dn0

dr

∣∣∣|ψm|2.

Если учесть (28), то справедлив предельный переход

lim
m→1

Pm(r) = lim
m→1

P1(r).

Поскольку γ по определению вещественное, в уравнении (30) мни-
мое слагаемое должно обращаться в ноль. Это возможно если

D = 0.

Тогда вещественная часть частоты определяется соотношением

ωr =
〈
mωE +

ω�

2

〉
m
−

〈
mωE +

ω�

2

〉
1
,
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а инкремент неустойчивости

γ2 = C = m2
〈
γ2

0

〉
1
−

[〈
mωE +

ω�

2

〉
m
−

〈
mωE +

ω�

2

〉
1

]2

+
[〈
mωE(mωE + ω�)

〉
m
−

〈
mωE(mωE + ω�)

〉
1

]
. (31)

Первое слагаемое в правой части (31) описывает эффекты, связан-
ные с неоднородностью магнитного поля в ловушке. Второе слагае-
мое – стабилизирующий эффект конечного ларморовского радиуса.
Последнее слагаемое - дестабилизирующая центробежная сила.

Если в (31) перейти к пределу m → 1, тогда инкремент неустой-
чивости для твердотельного смещения плазмы имеет вид

γ2 =
〈
γ2

0

〉
1
.

Таким образом можно утверждать, что сдвиговое течение, как и
КЛР-эффект, не влияет на устойчивость твердотельного смеще-
ния плазменного столба. При таких возмущениях плазма смещает-
ся вместе со своей внутренней вращающейся структурой.

4.3 Влияние граничных условий на устойчивость
первой моды

Наличие проводящего кожуха камеры установки сильно меняет
ситуацию описанную в предыдущем разделе, поскольку решение
уравнения (10) зависит от вида граничных условий. Появление гра-
ницы приводит к отклонению решения (m = 1) от (28).

4.3.1 Плазма, опирающаяся на проводящий кожух

Уравнение желобковых колебаний для моды с азимутальным чис-
лом m = 1 имеет вид (см.10)

1
r2

d

dr
S(r)

dψ

dr
+ (ω2 + γ2

0)
dn0

dr
ψ = 0. (32)

Для простоты удобно рассматривать случай, когда профиль
плотности плазмы близок к гауссовскому, а частота вращения и
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ларморовская частота не зависят от радиуса. Уравнение (32) необ-
ходимо дополнить граничными условиями

ψ(x = 0) = 1,
ψ(x = 1) = 0, (33)

где x = r/a, a – радиус плазмы. В (33) учтено то обстоятельство,
что кожух, в который помещена плазма проводящий, поэтому по-
тенциал плазмы на нем обращается в ноль. А вблизи оси потенциал
плазмы должен вести себя линейно по x.

Подставляя модельный профиль плотности и, обезразмерив r
на радиус плазмы, можно получить следующее дифференциальное
уравнение

ψ′′ +
( 3
x
− 2x

)
ψ′ − 2Ω2ψ = 0, (34)

где используется обозначение Ω2 = (ω2 + γ2
0)/ω0(ω0 − ω�).

Уравнение (34) имеет два решения. Асимптотическое поведение
этих решений в нуле можно получить если устремить x к нулю и
решить это уравнение в малой окрестности нуля. В этом приделе
уравнение принимает вид

ψ′′
0 +

3
x
ψ′

0 = 0

и имеет два решения

ψ0(x) = const1 +
const2
x2

.

Граничным условиям (33) удовлетворяет только решение ψ0(x) =
const1.

Если решать уравнение (34) во всей области x от 0 до 1, тогда
решение выглядит следующим образом

ψ(x) = C1
ex

2/2

x2
M

1−Ω2

2
1
2

(x2) + C2
ex

2/2

x2
W

1−Ω2

2
1
2

(x2).

Mµ ν и Wµ ν – функции Уиттекера. Для выполнения граничных
условий (конечность собственной функции в нуле) необходимо по-
требовать

C2 = 0.
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Тогда

ψ(x) =
ex

2/2

x2
M

1−Ω2

2
1
2

(x2). (35)

Это решение удовлетворяет граничному условию (33) в нуле. Усло-
вие ψ(1) = 0 позволяет получить дисперсионное уравнение

M
1−Ω2

2
1
2

(1) = 0.

Обозначим ρµ – решение уравненияMρµ
1
2
(1) = 0 (см. рис. 6). Тогда

дискретный спектр частот имеет вид

Ω2
µ = −2(ρµ − 1). (36)

Рис. 6: График функции Уиттекера Mt 1
2
(1), ρµ – нули этой функ-

ции

Если разрешить уравнение (36) относительно частоты ω, тогда
можно получить

(ω−∆ω)2 = −γ2
0

1
(2ρµ − 1)

−
(
ωE +

ω�

2

)2 2ρµ − 2
(2ρµ − 1)2

+
(ω�

2

)2 2ρµ − 2
2ρµ − 1

,

(37)
где введено обозначение

∆ω =
(
ωE +

ω�

2

)2ρµ − 2
2ρµ − 1

.
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Первое слагаемое в уравнении (37) стандартное и описывает эф-
фекты кривизны в параксиальном приближении. Второе слагае-
мое – дестабилизирующая центробежная сила, вызванная враще-
нием плазмы как целого. Последнее слагаемое, стабилизирующее,
связано с конечностью ларморовского радиуса ионов. Как следует
из (37), учет граничных условий (например, зануление потенциала
на поверхности проводящего кожуха) приводит к тому, что ранее
известные эффекты, стабилизирующие коротковолновые возмуще-
ния остаются существенными и для длинноволновых возмущений.
Отличие высоких мод (m� 1) от первой (m = 1) содержится лишь
в численных коэффициентах.

Поскольку функции Уиттекера достаточно хорошо изучены,
можно найти все коэффициенты ρµ (см. таб. 1).

На рис. 7 представлен вид собственной функции ψµ для разных
значений µ. Последнее слагаемое в (37) для параметров плазмы в
ГДЛ самое большое (и не обращается в ноль для значений парамет-
ра ρµ из таб. 1). Поэтому можно заключит, что в представленной
геометрии первая азимутальная мода устойчива и стабилизирова-
на проводящим кожухом. Эффект стабилизации связан с тем, что
поляризационные токи, вызывающие неустойчивость не приводят
к разделению зарядов в плазменном столбе. Они замыкаются через
проводящие элементы конструкции установки.

Таблица 1: Корни уравнения Mρµ
1
2
(1) = 0

µ ρµ Ω2
µ

1 3.75 -5.5
2 12.39 -22.78
3 25.96 -49.92
.. ... ...
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Рис. 7: График собственной функции ψµ для разных значений µ

4.3.2 Плазма с вакуумным промежутком

Интересно рассмотреть другую ситуацию, когда плазму от прово-
дящего кожуха отделяет вакуумный промежуток. При этом гра-
ничные условия меняются. К тому же необходимо по отдельности
находить решение в области ненулевой плотности плазмы и в ва-
куумном промежутке. При этом важно правильно сшить решения.

Для описания данной ситуации достаточно задание следующего
профиля плотности

n0(x) =
{
n0(0)e−x2

, x ≤ 1;
0, 1 ≤ x ≤ xw,

(38)

где xw – координата стенки. Тогда для функции ψ(x) необходимо
наложить граничные условия

⎧⎨
⎩

ψ(0) = 1,
ψ(xw) = 0,
ψ(1 − 0) = ψ(1 + 0).

Еще одно граничное условие можно получить непосредственно из
уравнения (32). Для этого нужно проинтегрировать его в окрест-
ности единицы и устремить интервал интегрирования к нулю
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ω0(ω0 − ω�)
[
n0(1 + 0)

dψ

dx
(1 + 0) − n0(1 − 0)

dψ

dx
(1 − 0)

]

+(ω2 + γ2
0)ψ(1)[n0(1 + 0) − n0(1 − 0)] = 0.

Если принять во внимание (38), тогда выполнено условие
n0(1 + 0) = 0 и граничное условие принимает вид

dψ

dx
(1 − 0) + Ω2ψ(1) = 0. (39)

Оно выступает взамен требования ψ(1) = 0 (см. 33). Для получения
дисперсионного уравнения достаточно знать как выглядит решение
внутри плазмы. Оно получено в предыдущем разделе (см. 35). Если
подставить (35) в (39) и учесть соотношение

d

dt
Mρ 1

2
(t) =

(1
2
− ρ

t

)
Mρ 1

2
(t) +

ρ+ 1
t

Mρ+1 1
2
(t),

то можно получить дисперсионное уравнение в следующем виде

(1 − 2ρ)Mρ 1
2
(1) + (1 + ρ)Mρ+1 1

2
(1) = 0,

где используется обозначение ρ = 1 − Ω2/2. График функции

F (ρ) = (1 − 2ρ)Mρ 1
2
(1) + (1 + ρ)Mρ+1 1

2
(1)

приведен на рис. 8. В таблице 2 приведены значения нескольких
первых нулей этой функции. При этом спектр частот по прежнему
определяется соотношением (37). В данном случае примечателен
первый корень функции F (ρ). Для этой радиальной моды частота,
определяемая соотношением (37), принимает вид

ω2
1 = −γ2

0 .

Это означает что радиальная мода с ρ = ρ1 = 1 неустойчива, при
этом инкремент неустойчивости соответствует классическому ин-
кременту из теории Розенблюта-Лонгмайра.
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Рис. 8: График функции F (ρ).

Таблица 2: Корни уравнения F (ρ) = 0

µ ρµ

1 1,0
2 4,75
3 13,39
4 26,96
.. ...

Вид собственных радиальных мод можно получить, решив
уравнение в вакуумном промежутке и сшив его с решением внутри
плазмы. Поскольку постановка задачи подразумевает отсутствие
возмущения магнитного поля (оно настолько мало по сравнению с
вакуумным полем, что ими можно пренебречь) уравнение на соб-
ственную функцию в зазоре между плазмой и заземленной стенкой
имеет вид

∆xψ = 0.

Для первой азимутальной моды в цилиндрической геометрии опе-
ратор Лапласа выглядит следующим образом

∆ =
d2

dx2
+

1
x

d

dx
− 1
x2
.
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В таком случае на функцию ψ можно получить уравнение

d2ψ

dx2
+

3
x

dψ

dx
= 0,

которое имеет два простых решения

ψ(x) = C1 +
c2
x2
.

Постоянные множители C1 и C2 находятся из граничных условий
{
ψ(xw) = 0,
ψ(1 + 0) = ψ(1 − 0).

Теперь нетрудно определить, что

C2 = −C1x
2
w = −

√
eMρ 1

2
(1)

1 − x2
w

x2
w.

Таким образом, собственная функция ψ во всей области вплоть до
проводящей стенки имеет вид

ψ(x) =

⎧⎨
⎩

ex2/2

x2 Mρ 1
2
(x2), x ≤ 1 ,

√
eMρ 1

2
(1)

(
1−x2

w/x2

1−x2
w

)
, 1 ≤ x ≤ xw .

На рис. 9 приведены графики собственных функций различных
радиальных мод. Для определенности считается, что xw = 1, 5.
Мода ψ1 соответствует однородному профилю электрического поля
внутри плазмы.

4.4 Обсуждение граничных условий
Согласно результатам предыдущих двух разделов, граничные усло-
вия играют существенную роль в динамике желобковой неустойчи-
вости первой моды. Например, при переходе в режим, в котором
плазмы ограничена от стенки вакуумным промежутком первая ра-
диальная мода становится неустойчивой. В то время как плазма,
опирающаяся на проводящий кожух, устойчива. Переход между
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Рис. 9: Графики собственных функций ψµ для разных значений µ.

этими режимами становится прозрачен если граничное условие на
границе плазма-вакуум записать точно. Оно следует из интегриро-
вания уравнения Пуассона вблизи границы плазмы. Полагая усло-
вия ωE = const, ω� = const выполненными для m = 1 из (9) можно
получить

− 1
4π

∆δϕ =
ω0 − ω�

ω0

Mc2

B2
0

[ 1
r2

d

dr
r3n0

d

dr

δϕ

r
+ Ω2dn0

dr

δϕ

r

]
. (40)

Поскольку тангенциальная компонента электрического поля
должна быть непрерывна, возмущение электрического потенциа-
ла тоже непрерывно

{δϕ}|r=r0 = 0,

где скобки { } требуют взятие скачка функции в указанной точ-
ке. Проинтегрировав уравнения (40) в малой окрестности границы
плазмы, воспользовавшись условием непрерывности потенциала,
можно получить
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−dδϕ
dr

∣∣∣r0+0

r0−0
=

4πMc2

B2
0

[
rn0

d

dr

δϕ

r
+ Ω2n0

δϕ

r

]∣∣∣∣
r0+0

r0−0

.

Поскольку плотность плазмы справа от ее границы равна нулю это
условие принимает вид

−dδϕ
dx

∣∣∣1+0

1−0
=
c2

c2a

[ d
dx

δϕ

x
+ Ω2 δϕ

x

]
x=1+0

. (41)

Из (41) видно, что радиальная компонента поля рвется. Этот раз-
рыв порожден поверхностным зарядом, образовавшемся в резуль-
тате поляризации плазменного столба. Учитывая, что ca/c � 1
левой частью этого уравнения можно пренебречь. В таком слу-
чае граничное условие переходит в (39), а поправки к частоте из
за левой части будут порядка O(c2a/c

2). Очевидно, что ими мож-
но пренебречь. Граничное условие в виде (39) справедливо до тех
пор пока можно пренебречь левой частью в уравнении (40). Это
условие может нарушаться только при достаточно узком зазоре

∆r
r0

∼ c2a
c2
.

Стоит отметить, что при любом профиле плотности, когда плазма
от стенки отделена вакуумным промежутком, будет существовать
неустойчивое решение с частотой Ω2 = 0 (ψ(x) = 1, x ≤ 1). Ваку-
умное поле в таком случае позволяет “сшить” плазменное поле с
полем на проводящей стенке, где потенциал обращается в ноль.

5 Выводы

Из представленной работы можно сделать ряд выводов относитель-
но устойчивости плазмы в ГДЛ в присутствии азимутального вра-
щения. Согласно (рис.3) логично заключить, что все моды желоб-
ковых колебаний с азимутальным волновым числом m > 1 стаби-
лизированы сильным КЛР-эффектом “быстрых” частиц. В присут-
ствии сдвигового вращения условие устойчивости модифицирует-
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ся. При этом инкремент неустойчивости становится меньше клас-
сического в несколько раз, когда шир скорости достаточно велик,
а именно больше величины инкремента, который был бы, если бы
отсутствовало сдвиговое вращение, т.е. |ω′

E | > Γ, где Γ - величина
инкремента из теории Розенблюта-Лонгмайра (см. рис.4). Устойчи-
вость первой азимутальной моды желобковых возмущений сильно
зависит от граничных условий. Если плазма касается проводящего
кожуха установки, т.е. её плотность отлична от нуля всюду вплоть
до стенки, тогда все радиальные желовковые моды устойчивы, по-
скольку электрическое поле возмущения в плазме становится су-
щественно неоднородным. Однако если плазма отделена вакуум-
ным промежутком от проводящего кожуха установки неустойчи-
вой остается первая радиальная мода.
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